26:e Stadernas turnering, Véren 2005
Stockholm, den 12 mars

Y1. Anna och Boris i byarna A respektive B borjadenyst varandra (De har konstanta
men inte nddvandigtvis samma hastigheter). Om Arade startat 30 minuter tidigare, skulle de
ha traffats 2 kilometer narmare by B. Om Boris hgdé& ut 30 minuter tidigare, skulle de ha

traffats ndrmare by A. Hur mycket narmare?

Svar. 2 km nérmare

Skiss till I6sning.  Antag att forutom A(Anna) och B(Boris) startade deras dubbelgangare a och b
en halvtimme tidigare fran respektive byarna. De traffade varandra 4 ganger i punkterna ab, aB, Ab och
AB. Vi vet att avstdndet mellan aB och AB ar 2 km. Klart att a traffade b p4 samma stalle som A traffade
B, fast en halvtimme tidigare. D& ar det samma avstand fran aB till ab, namligen 2 km. Bade b och B gar
med samma konstanta hastigheter, saledes halls det samma avstand i timmar och km de emellan. Bade
for a och A tar det samma tid att traffa B efter motet med b da de narmar sig B med samma summa av
hastigheter. Sasom a och A har samma hastigheter tillryggaldgger de under denna tid &ven samma
distans. Saledes ar aven avstandet fran Ab till AB lika med 2 km, VSB.

Y2. Lat N vara ett positivt heltal. Visa att ndgot av tak och N skrivet decimalt

innehaller nagon av siffrorna 1, 2, 9.

Skiss till losning.  Om 3N innehaller fler siffror an N, da &ar beginnelsesiffran i 3N lika med 1 eller
2. Annars ar beginnelsesiffran i N lika med 1,2 (utmarkt!) eller 3. | sista fall ar dock beginnelsesiffran i 3N
lika med 9.

Y3. Pa forsta raden pa ett schackbrade star det@lilavita damer, pa sista — 8 likadana
svarta damer. Vilket ar det minsta antalet drag behovs for att de vita damerna ska byta plats
med de svarta?

En dam kan rora sig lodratt, vagratt och diagoeilvalfritt antal rutor (om det inte finns andra

damer i vagen). Vitt och svart turas om att géegden dam forflyttas per drag.

Svar. 23 drag

Skiss till 16sning.  Uppskattning. Betrakta en vertikal rad som inte ligger vid kanten. Dar star 2
damer. Den som forflyttas forst maste gora minst 2 drag. Damer pa 6 sddana rader maste gora saledes
minst 18 drag. Ytterligare 5 drag maste goéra de 4 damerna som star vid horn, da den som forflyttas forst
maste gora minst 2 drag.

Exempel med 23 drag kan utféras, sag, s& har. De 4 vita damer som stér narmare mitten och de
4 svarta damer som star narmare horn skall forflyttas till den motsatta rutan som ligger pa andra sidan av
schackbradets medelpunkt (de skall alltsa till en annan vertikal rad). Resten skall forflyttas till den
motsatta rutan pa samma vertikal rad. Har skall vitt géra 12 drag, medan svart skall géra endast 11 drag,
d& en dam fran ett hérn kan forflyttas till en annan vertikal rad med ett enda diagonalt drag. Aterstér bara
att véalja ratt ordning.

Y4. Given ar en kvadradBCD, M ochN ar mittpunkterna pa sidoriC respektiveAD.
Man satter ut en punkk pa fortsattningen av diagonald&, narmareA. StrackarKM skar sidan

AB i punktenL. Visa att vinklarn&NA ochLNA ar lika.

Skiss till losning. LAt rata linjen AB skara strackan KN i punkten T. Observera att skarningen
med KC delar strackan MN mitt itu. Da LT ar parallellt med MN delar skarningen med KC dven strackan
LT mitt itu (Thales’ sats). De ratvinkliga trianglarna ANT och ANL innehaller d& de tva par lika stora
kateter och ar kongruenta. Saledes OLNA=OTNA=OKNA.

Y5. | en viss stad gar varje gata antingen fran nidirslytl eller fran ost till vast. En bilist
gjorde en &ktur en dag och svangde till vanstektek®0 ganger. Hur manga ganger kan han ha
svangt till héger, om han aldrig akte pa sammalestéda ganger och kom tillbaka till

startpunkten pa slutet?

Fortydligande. Staden saknar korsningar pa olika nivaer, dvs. broar och tunnlar. Startpunkten &ar
inte en korsning.

Svar. 96 eller 104 ganger

Skiss till I16sning. Bilisten gjorde akturen kring en polygon, saledes gjorde han exakt ett varv runt
sig sjalv. Varje gang han svangde gjorde han en vridning kvartsvarv antingen till vanster (motsols) eller till
héger (medsols). Summan av alla vridningar till hdger skulle skilja sig med summan av alla vridningar till
vanster exakt ett varv dvs exakt 4 vridningar. Saledes, om bilisten gjorde ett varv motsols har han svangt
till hoger 96 ganger, annars 104 ganger.



Lokalt tillagg

Y6. Ar det mojligt at skriva ut talen 1 till 7 runt eirkel pa ett sddant satt att varje tal ar

delbart med differensen mellan sina ndrmaste granna
Ldsning. Ja, till exempel 1,5, 6,2,7, 3, 4.

Y7. En rektangel ar delad i flera andra rektanglakaglomkretsar alla ar heltal cm. Ar
det nddvandigt att omkretsen av den ursprungligangeln ocksa ar ett heltal cm?

Ldsning. Nej. Ta till exempel en kvadrat med sidan 2/3 cm. Omkretsen 8/3 cm ar inte ett heltal.
Dock kan vi dela kvadraten mitt itu i tva lika stora rektanglar med omkretsen 2 cm var, vilket ar ett heltal.

Y8. Pa Konstraston bor légnare och sanningssagareingasagarna talar alltid sanning,
l6bgnare ljuger alltid. Nagra invanare pastod atthie ett jamnt antal sanningssagare pa 6n, och

resten pastod att det bor ett udda antal IognatapBan antalet invanare p& 6n vara udda?
Skiss till I6sning. Nej. Om antalet invanare pa 6n vara udda skulle antingen bada pastaenden
vara sanna eller bdda osanna. Om bada &r sanna da talar alla sanning. Dock maste det finnas légnare pa
On pga deras antal ar udda.
Om bada pastaenden ar osanna da ljog alla. Dock maste det finnas sanningssagare pa 6n pga
deras antal &r udda.



Al. | ett koordinatsystem i planet ar 4 grafer av yypc+ax+b utritade, déra, b &r
talkoefficienter. Man vet att det finns exakt 4 skégspunkter, i varje skar exakt tva grafer
varandra. Visa att summan av storsta och mia&ordinaten ar lika med summan av andra tva.

Skiss till 16sning. Observera att grafer y=X2+aX+b och y=X2+CX+d skar varandra <> grafer
y=ax+b och y=cx+d skar varandra, och att skarningspunkterna har samma X-koordinater (detta foljer av
att ekvationerna X*+ax+b=x*+cx+d och ax+b=cx+d ar ekvivalenta). LAt oss byta varje graf av typ
y=x’+ax+b mot en graf av typ y=ax+b med samma a och b. Fortfarande finns det exakt 4

skarningspunkter och i varje skar exakt tva grafer varandra. Dock har vi rata linjer istéllet for parabler!
Klart att exakt 4 skarningspunkter kan vi ha omm tva par av parallella linjer skar varandra.

Skarningspunkterna och strackor de emellan bildar da en parallellogram. Hornet med storsta X-
koordinaten ligger mittemot hdrnet med minsta X-koordinaten (d& ingen av sidorna &r parallell med y-

axeln). Halvsumman av x-koordinater hos tva motsatta horn ar lika med x-koordinaten av medelpunkten i
parallellogram. Saledes ar tva halvsummorna lika med varandra likasd summorna.

A2. Alla positiva heltal ar skrivna efter varandra péit oandligt band:
123456789101112... Sedan skar man upp bandet ioit& siffror. Visa att varje 7-siffrigt tal

a) finns atminstone pa en bit;

b) finns pa oandligt manga bitar.

Skiss till losning.  a) Vi visar det for talep005312 (allmént fall &r ordagrant detsamma). P&
bandet finns delen 200531202005312120053122... 20053126 (7 grupper med 8 siffror var). | varje grupp
hamnar minst en skarning mellan bitarna. Lat det finns k<7 siffror fére den forsta skarningen i forsta
gruppen. DA blir det k-1 siffror fére den forsta skarningen i andra gruppen osv. Detta medfér att ur
gruppen 2005312k skars ut precis biten med talet 2005312.

b) Delen 200531202005312120053122... 20053129 férekommer pa bandet oandlig manga ganger som
beginnelsedelen av langa tal. Varje forekomst ger oss den sokta biten.

A3. Se Y4
A4. Se Y5.

A5. Summan av négra positiva 8410, och summan av kvadraterna av dess@+aD.
Visa att summan av kuberna av dess&t&0.

Skiss till 16sning. LAt oss visa forst att K[$>Q®. Betrakta differensen K/S—Q? Dar tar ut de fijarde
potenserna varandra, kvar ar bara blandade termer. For varje talpar x och y har vi kvar en algebraisk
summa X’y+xy’—2x°y%. Den kan vi skriva om som xy(x-y)>=0. Olikheten ar s&ledes bevisad. Nu har vi
K[10=Q%>20%=400, vilket medfor K>40.

Lokalt tillagg

AG. Visa hur man kan méala en del punkter i planet séettpa varje cirkel med radie 1
cm finns exakt 4 malade punkter.

Skiss till 16sning.  Rita oandlig manga parallella rata linjer med avstandet 1 cm mellan grannar.
Mala samtliga punkter pa dessa linjer.

A7. Ar det mojligt at skriva ut talen 1 till 25 runh eirkel pa ett sddant satt att varje tal ar
delbart med differensen mellan sina ndrmaste granna

Skiss till I6sning. Nej. Observera att ett udda tal &r delbar bara med udda tal. Saledes varje
udda tal skall ha en udda och en jamn granne. Detta medfor att udda tal maste st i par. Dock har vi 13

udda tal bland talen 1, 2, ..., 25 och kan inte stalla de 13 tal i par.
Stéadernas turnering finns déttp:/servus.matematik.su.se/matcir/turgoreeh http://shap.homedns.org/matcir/turgorse/




