26:e Stadernas turnering, Varen 2005

Problem med facit till A-omgangen

Y1. TvA punkterM och N ligger pd en graf=pxt+qx+r, dar koefficienterna,q,r ar
heltal. Visa att om avstandetN ar ett heltal s& ar strackitiN parallell medk-axeln.

Losning. Vi flyttar forst koordinatsystemet sa att origo hamnar i den véanstra av punkterna M och
N. I de nya koordinaterna kommer formeln att se ut sd har y=ax +bx dar bade a och b ar heltal. Den
andra punkten kommer d& att ha koordinater p& formen (m, am®+bm), dar m ar ett positivt heltal.

Avstandet MN ar da avsadnd till origo och berdknas enligt Pythagoras sats

\/ m’ +(am2 +bm) = /m? + m?(am+b)? = my/1+(am+b)? . Att avsténdet &r ett heltal medfor att
roten i det sista uttrycket ar ett rationellt tal. Som bekant ar en rot av ett heltal ett rationellt tal omm roten

ar ett heltal. Det &r Klart att bade N och+/1+ N? &r heltal endast d& N=0. S&ledes am+b=0, vilket medfér
att aven am’®+bm=0. Vi har y-vardena hos de bada punkterna lika stora vilket precis innebar att stréackan
MN ar parallell med x-axeln.

Y2. | triangeInABC skar hojdernaA' ochBB' varandra i punktef. Lat X ochY vara
mittpunkterna pa strackor#sB resp.CH. Visa att de rata linjerndY ochA'B' ar vinkelrata mot

varandra.

Losning. Sasom bade AA' och BB' ar hojder, ar trianglarna AA'B, AB'B, CA'H och CB'H
ratvinkliga. | en ratvinklig triangel ligger hypotenusans mittpunkt p4 samma avstand fran alla hoérn,
sdledes XA'=AB/2=XB' och YA'=CH/2=YB'. Detta innebar att punkterna X och Y ligger pa
mittpunktsnormalen till strackan A'B'.

Y 3. Baron Munchausen har en klocka som i princip viskan exakt. Problemet ar bara
att alla siffror och markeringar blev helt osynligMan kan bara urskilja timvisaren,
minutvisaren och sekundvisaren, som ser olika bt réc sig kontinuerligt Baronen ser dock
inga problem for att avliasa hur mycket klockan ¢ligem ar. Han pastar att aldrig under dagen
(frdn KkI. 8.00 till 19.59) forekommer samma relatigositioner av visarna mer @n en gang. Ar
detta ett sant pastaende?

Svar. Det ar sant.

Losning. Antag att samma relativa positioner av visarna rakade férekomma en gang till efter
tiden T. D& skulle visarnas positioner nu och efter tiden T sammanfalla dven for vilket som helst
tidsogonblick "nu”. Klockan 12 ar det enda 6gonblick da alla tre visarna traffas (visa detta!), nasta gang
de kommer att traffas exakt om 12 timmar. Saledes ar T minst 12 timmar, viket innebar att under dagen
hinner samma relativa positioner av visarna inte férekomma mer &n en gang.

Y4. En rutig pappersrektangel av storlek 10x12 vikgiliings rutkanter tills man fatt en
enhetskvadrat. Sedan skar man kvadraten langsréckatsom sammanbinder punkterna pa
kvadratens kanter. Bestam antalet delar som marfdkaam skarningsstrackan binder samman
mittpunkterna
a) pa tva motsatta sidor;

b) pa tva intilliggande sidor?
(Bestam alla mojliga svar och visa att det intagifler svar.)

Svar.. a) 11 och 13. b) 31, 36, 37 och 43.

Losning. a) Lat skarningsstrackan ga lodratt. Drag da lodrata strackor mellan sidornas
mittpunkter i varje ruta. Observera att nar man viker ihop rektangel s hamnar de dragna strackorna pa
varandra. Saledes skar man exakt langs de dragna strackorna. S& far man 11 delar ifall den nedersta
sidan av storlek 10 eller 13 delar ifall storlek 12.

b) Observera att varje ruta skars langs precis en stracka. Strackan skar av en triangel med exakt
ett av rutans hérn. Samma horn skars av samtliga rutor som hdrnet hor till. Avskarda hoérn bildar ett rutnéat
med sidan 2 (tank sjalv varfor). Ett avskart horn ligger in en del pa form av romb eller triangel. Resten ar
en sammanhangande del som paminner en malaten matta.

Betrakta en av rutorna. Man kan skéra av den vilket som helst av hdrnen, sedan bestams alla
andra avskarda horn entydigt. De ligger antingen pa 5 eller p4 6 vagrata linjer samtidigt som pa antingen
6 eller 7 vagrata linjer. Det ger 4 fall med antingen 5x6 eller 5x7 eller 6x6 eller 6x7 horn. Antalet delar i
respektiva fall & en enhet stérre pga "malaten matta”.

Rad. Rita en bild for vartenda av 4 fallen.



Y5. Det séljes en uppsattning av byggklossar pa formétblock placerad i en standard
lada som ocksa ar pa form av ratblock. | en makdleppsattning rakade varenda byggkloss ha
en av kanterna kortare an vad den skulle vara. Kam vara saker att den makulerade
uppsattningen kan placeras i en lada dar en awksntar kortare an vad den skulle vara?

(Byggklossarnas kanter skall vara parallella mel@nd kanter.)

Svar. Nej, man kan inte vara séker.

Losning. Har har en av de enklaste motexempel. Tva byggklossar av storlek 1x3x4 placeras i en
lada av storlek 2x3x4. Lat oss saga att 4 ar hojd, 3 ar bredd samt 1 och 2 &r tjocklek. L&t oss minska
hojden pa den ena klossen samt bredden p& den andra klossen med 0,1. Man kan inte ladans hojd da
det finns en kloss med kant 4. Da bada klossarna har hojd storre &n 3 skall de placeras i ladan lodratt. D&
deras bredder &r storre &n ladans tjocklek far man inte vrida de. En kloss har bredden 3, saledes kan
man inte ha ladans bredd mindre &n 3. Till slut har vi klossarnas totala tjocklek lika med 1+1=2 — precis
som ladans ursprungliga tjockleken. Samtliga ladans kanter maste vara desamma.

Utveckling. Bestam skalv om det blir samma svar ifall varenda byggkloss har tva kanter kortare
an vad de skulle vara.

Y6. Spelarna Tom och Jerry delar p& en hog av 25 mynalorerna 1, 2, 3, ..., 25 6re i
25 drag. Under ett drag skall den ene peka ut tvigkan helst mynt i hdgen och den andre
bestamma vem av dem skall fa detta mynt. Det ar Som pekar under drag 1, sedan pekar den
som redan har fatt flest 6re. Om de har fatt likenga 6re skall den peka som pekade under forra
draget. Kan Tom garanterat fa fler 6re an Jermgredn Jerry i vilket som helst fall forhindra

detta?

Svar. Det ar Jerry som garanterat kan fa flest ore.

Losning. Observera att den totala summan bestar av ett ojamnt antal 6re, sdledes kan spelet
inte sluta oavgjort. Detta innebar att en av spelarna har en vinnande strategi (visa det!). Antag att det ar
Tom som alltid kan vinna. Betrakta ett lage efter Toms 1:a drag. Hur Jerry an svarar skall Tom ha ett
vinnande drag. Bland annat finns det ett satt for Tom att vinna om Jerry svarar "Myntet skall till dig, Tom”.
Observera dock att om Jerry svarar daremot "Myntet ska till mig” s& hamnar han i samma lage som Tom
skulle hamna vid ett mottsatt svar. Da kan Jerry utnyttja Toms strategi och vinna. Motsagelsen visar att
Tom saknar en vinnande strategi, sdledes det ar Jerry som kan alltid vinna.

Y7. Rutorna p& ett schackbrade av storlek 8x8 ar maaheefran 1 13 i
till 64 diagonalvis (se bilden). Peter placeradbri8kor pa sa satt att de[;Tsh30s
finns exakt en bricka i varje rad saval lodrat seagrat. Sedan flyttadeficfi4fia
Peter varje bricka till en annan ruta med stornmmer. Kan det handa atf!2l- 1
det fortfarande finns exakt en bricka i varje rad? R
Svar. Nej, det kan inte handa. FEED

Losning. Lat oss infora koordinater p& schackbradet: en ruta som ligger i
n-te kolonn fran vanster och i m-te rad nerifran har koordinaterna (n,m). Lat oss berakna differensen n-m
for varje ruta dar det finns en bricka och lagga de differenserna ihop. Vi kommer att f& O darfor att
summan av de forsta koordinaterna ar 1+2+...+8 (vi har exakt en bricka per kolonn) likasd med summan
av de andra koordinaterna. Summan av differenserna ska vara 0 &ven for vilket som helst annan
uppstallning dar det finns exakt en bricka i varje rad.

Observera nu att differenser ar lika pa varje diagonal som gar hoger-uppat och att ju narmare till
det nedersta hogra hornet ligger en diagonal desto storre ar differensen. Nar en bricka skall till en ruta
med stérre nummer flyttas den antingen nerat langs samma diagonal (och bibehaller differensen) eller
flyttas den till en annan diagonal med en storre differens. Den nedersta av brickorna maste lamna sin
diagonal, sdledes blir minst en av differenserna storre. S& blir &ven summan av differenserna storre,
namligen storre an 0. Detta forhindrar att man kan ha exakt en bricka i varje rad efter flyttningen.

Y8. Dela en kvadrat i tvd polygond& ochQ pa sa satt att arean hBs
atminstone ar dubbelt sa stor an M@ssamtidigt som omkretsen hd3 ar
atminstone dubbelt s& stor an ks

Lésning. Bilden visar hur en rutig kvadrat av storlek 10x10 kan delas. Den

svarta delen P har arean 67 och omkretsen 34. Den vita delen Q har omkretsen 68=2[34
och arean 33<67/2.




Y9. Det fanns 10 pa varandra foljande heltal. Marnrhderat ett av talen och upptackt att
summan av de 9 tal som ar kvar ar lika med 2005t&e det raderade talet.

Svar. 220.

Ldsning. Beteckna med x det forsta av de 10 talen. En summa av 9 tal som &r kvar kan vara
minst 9x+36 (ifall man har raderat det storsta talet) och hdgst 9x+45 (ifall man har raderat det minsta
talet). Man kan da skriva en kedja av olikheter

9x+36< 2005< 9x + 45 « 1960<9x <1969 ~ 217% < X< 2185

Det enda heltalet som ligger i intervallet &r x=218. Summan av 10 pa varandra féljande heltal som startar
med 218 ar 2225, sdledes det raderade talet ar 2225-2005=220.

Y10. Pa 6n Otur bor 96 medborgare. Regeringen har foreslagifosmer. Varenda
reform gor exakt halften av medborgarna missndjdasdde blev missndjda med mer an halften
av reformerna samlades till en demonstration. Bestainstorsta mojliga antalet deltagare i
demonstrationen. (Hitta ett exempel och visa att antdke kan vara storre)

Svar. 80 personer.

Losning. Beteckna med x antalet personer pa demonstrationen. Lat oss titta pa det totala antalet av
"missndjen”. A ena sida skapar varje reform exakt 48 missndjda, séledes det totala antalet missnéjen ar
48.5=240. A andra sida &r varje deltagare i demonstrationen missnéjd med minst 3 reformer. Séledes det
totala antalet missnojen ar minst 3x. Vi far olikheten 240>3x, vilket medfdr x<80. Vi ser att antalet
deltagare ar hogst 80.

Lat oss visa ett exempel dar antalet deltagare uppnar 80. Vi véljer 80 personer bland invanare och delar
de i 5 grupper med 16 personer styck. Lat reform 1 gér missnojda folk i grupper 1,2,3; reform 2 —i
grupper 2,3,4, reform 3 —i grupper 3,4,5, reform 4 —i grupper 4,5,1 reform 5 — i grupper 5,1,2. Da &r det
exakt 3-16=48 personer mot vilken som helst reform, och just de 80 utvalda kommer att delta i
demonstrationen.

Al. Tva punkteM ochN ligger pa en graf av ett polynom med heltalskoefficientéa
att om avstande¥IN ar ett heltal sa ar strackdN parallell medk-axeln

Losning. Vi flyttar forst koordinatsystemet sa att origo hamnar i den vanstra av punkterna M och
N. Observera att dven i det nya koordinatsystemet anges grafen y=P(x) med ett polynom med
heltalskoefficienter i hogerledba grafen gar genom origo saknar polynomet en konstant term.
Séledes P(x)=xQ(x), dar Q(x) ar ocksa ett polynom med heltalskoefficienter. Koordinater hos den
hogra punkten &ar d& P(t)), dar t ar ett positivt heltal. AvstandetMN ar avstandet fr&n den hogra
punkten till origo och kan beréknas enligt Pythagoras sats:

JE2+ (PR =42 +t2(QM)° =ty1+(Q()’

Att avstandet ar ett heltal medfor att roten i det sista uttrycket ar ett rationellt tal. Som bekant &r en rot av

ett heltal ett rationellt tal omm roten &r ett heltal. Det &r Klart att bade N och+/1+ N? &r heltal endast d&

N=0. Saledes Q(t)=0, vilket medfor att aven. P(t)=0. Vi har y-vardena hos de bada punkterna lika stora
vilket precis innebar att strackan MN &r parallell med x-axeln.

A2. Cirkeln W; gar genom medelpunkten hos cirk&s. Genom en punkE paW; dras
tva rata linjer som tangerahk, samt skaM, andra gangen i punkters®resp.B. Visa att

strackanAB ar vinkelrat mot den rata linjan som gar genom cirklarnas medelpunkter.

Losning. Beteckna med O medelpunkten hos W,. Som bekant ligger cirkelns medelpunkt pa
bisektrisen till vinkel som bildas av tva tangenter dragna till cirkeln frdn en och samma punkt. Detta
medfor att vinklarna OCA och OCB ér lika stora. D& bada vinklarna ar randvinklar i cirkeln Wy, ar saval
bagarna AO och OB av W, som kordorna AO och OB lika stora med varandra. Vi ser att punkterna A och
B ar spegelsymmetriska kring linjen m vilket medfor att m &r mittpunktsnormalen till strackan AB.

A3. Se problemet Y6.

A4. Finns det ett andragradspolynd(x) sadant att for vilket som helst positivt heltal

har ekvationefi(f(...f(x)))=0 (n stycken ") exakt 2' olika reella rotter?

Svar: Ja, det finns.

Losning. Ett exempel pd ett sddant polynom &r f(x) = 2x°~1. L&t oss visa att det satisfierar alla
villkor. Observera forst att om polynomets varde f(c) for ndgot c ligger mellan —1 och 1 da ligger &ven c
mellan —1 och 1 (detta pga —1<2x°-1<1 0 0<x’<1 O —1<x<1). Vi infor beteckning f.(x)= f(f(...f(x))) (n
stycken "f*). Klart att f,..1(x)=f(f,(x)). Lat oss utféra induktionsbevis till ett mer generellt pastaende: om —
1<c<1, da har ekvationen f,(x)=c exakt 2" olika reella rotter, som alla ligger pa intervallet (-1,1).
Induktionsbas for n=1 kan man latt se detta pa en graf. Antag att vi har bevisat pastdendet for n=k. Lat



0ss bevisa for n=k+1. Ekvationen fy.1(X)=c (dar —1<c<1) ar ekvivalent med ekvationen f(f.(x))=c, vilken i
sin tur kan splittras i tva ekvationer f,(x)=a och f(x)=b, dar 1<a<1 och —1<b<1 &r rétterna till ekvationen
f(x) c. Bade fi(x)=a och fk(x) b har enligt antagandet exakt 2° olika reella rotter p& intervallet (1,1). De
tva uppsattningarna har inga gemensamma rétter da funktlonen f(x) antar olika varden pa rotter ur olika
uppséttningar. Saledes har ekvationen fi,1(x)=c exakt 2“+2* =2*"* olika reella rétter pa intervallet (—1,1),
VSB.

A5. En reguljar ikosaeder och en reguljar dodekaeder ar inskrenaoch samma sfar.
Visa at de ar omskrivna kring en och samma annan sfam {f&kant begransas en reguljar
ikosaeder av 20 ytor som ar kongruenta regelbundna triarigl@artenda horn rakas 5 ytor,
intilliggande ytor bildar lika stora kantvinklar. En regulgvdekaeder begransas av 12 ytor som
ar kongruenta regelbundna femhdorningar, i vartenda horn Blgtsr, intilliggande ytor bildar
lika stora kantvinklar.)

Skiss till losning.  For att skriva kortare 1t oss hela tiden utelamna ordet "reguljar”. Da ikosaeder
och dodekaeder ar duala mot varandra, kan man skriva in de i en och samma sfar pa sa satt, att radier
dragna till hérn av den ena gar genom medelpunkter av den andras ytor och tvartom. Betrakta en likbent
triangel OAB som bildas av tva radier: OA gar genom medelpunkt av dodekaederns yta och OB &r dragen
till ndgot horn som hor till ytan. Radien OA ar vinkelrat mot ytan, vilket medfor att ytan skér triangeln OAB
langs triangelns hojd BH. Klart att OH &r en radie av sfaren inskriven i dodekaedern. Pga att ikosaeder
och dodekaeder ar duala galler samtidigt att OB gar genom medelpunkt av ikosaederns yta, OA &r
dragen till ytans horn, ytan skar triangeln OAB langs triangelns hdjd AK och OK &r en radie av sfaren
inskriven i ikosaedern. Likheten OH=OK fdljer av att triangeln OAB ar likbent.

AG. Lat A vara en hornruta pa ett schackbrade av storlek 8x8aaén intilliggande
rutan som har exakt ett gemensamt horn deWi betraktar rutter av ett "sl6tt torn” som gar
igenom samtliga rutor exakt en gang. Visa att antaletrratten startar i rutal ar storre an
antalet rutter som startar i rut&8n (Ett "slott torn" kan gora drag till en intilliggande ritade

lodratt eller vagratt.)

Ldsning . Idé till beviset ar foljande. Till vilken som helst rutt som startar i B (B-rutt) kommer vi att
ordna en rutt som startar fran A (A-rutt), pa sa satt att det ordnas olika A-rutter till olika B-rutter. | sa fall
blir det klart att det finns minst s& manga A-rutter som B-rutter. Sedan ska vi uppvisa en A-rutt som
saknas bland de tillordnade rutter.

Observera forst att det finns lika manga A-rutter som slutar i B som B-rutter som slutar i A. Vidare
ska vi inte betrakta sddana rutter. Vi anvander en vanlig schacknotation: kolonner markeras med
bokstaverna abcdefgh fran vanster till hdger, raderna — med siffrorna 1 till 8 nerifran, rutorna — med par
"bokstav och siffra”. Lat A=al, B=b2. Betrakta en B-rutt. Den andra ruta pa rutten kan vara antingen a2
eller b3 eller c2 eller bl. Det racker att ga igenom de tva forsta fall, de Gvriga &r helt analogiska. Om en
rutt bérjar B-a2 och inte slutar med al da ska den borja med B-a2-al-b1-c1 ... . Till en sadan rutt ordnar
vi rutten till ConoA-a2-b2-b1-cl... (rutterna sammanfaller efter c1). L[t oss betrakta flera fall da rutter
borjar med B-b3 och inte slutar med -al. Med punkter markerar vi delarna som sammanfaller i saval
ursprungliga som tillordnade rutt.

1) Till B-b3-...-c1-bl-al-a2 ordnas A-a2-b2-b3-...-c1-b1.

2) Till B-b3-...-a3-a2-al-bl ordnas A-b1-b2-b3-... -a3-a2.

3) Till B-b3-...-a3-a2-al-b1-cl ... ordnas A-a2-a3-...-b3-b2-b1-c1-....

4) Till B-b3-...-c1-bl-al-a2-a3 ... ordnas A-bl-cl... b3-b2-a2-a3-....

Vi har astadkommit en-to-en motsvarighet mellan samtliga B-rutter och nagra A-rutter. Observera nu att
bland de tillordnade A-rutter saknas en rutt som gar genom schackbradet "spiralvis”.
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A7. Givna 200 punkter i rymden. Vartenda par av dem ar sammanhbmedetn separat
stracka, inga av strackorna skar varandra. Varend&atéiomalad i en av K farger. Peter fick
ett uppdrag att mala aven samtliga punkter i de fargereaabforbjudet att ha en stracka och
bada andpunkterna malad i en och samma farg. Ar det sédikBeter kan utfora uppdraget om

a) K=7;

b) K=10?

a). Losning. Vi visar med induktion att om det finns n farger och minst 2" punkter, da kan man
mala strackorna pa sa satt att det blir omgjligt att utfora uppdraget. Induktionsbas ar klar for n=1. Antag
att vi har redan bevisat pastdendet for n—1 farg, lat oss bevisa for n farger. Dela punkterna i tva
delmangder med minst 2™ punkter var. Mala "inre” strackorna i b&da delmangder i n-1 farg enligt
induktionsantagande. Mala strackor som binder samman punkter ur olika delmangder i den sista fargen.
Lat Peter malar punkterna hur som helst. Om nagon av delméngderna saknar punkter av sista farg finns
dar en forbjuden stracka enligt induktionsantagande. Om punkter av sista farg finns i bada delmangder da
ar de sammanbundna med en forbjuden stracka.

b). Skiss till l6sning. LAt oss visa att man kan mala 121 punkter pd sa satt som gor Peters
uppdrag omojligt. Markera punkterna med talpar (a, b), dar a och b ar heltal fran 1 till 11. For k=0, ... ,9
malar vi strackan med andpunkter (a;, b;) och (a,, b,) i farg k+1 omm (a, — a;) — k(b, — by) &r jamnt
delbart med 11 (detta &r mojligt pga 11 ar ett primtal). Detta satt att mala innehar en viktig egenskap: om
strackor PQ och PR &r av samma farg da ar dven strackan QR av samma farg. Detta medfor att for vilken
som helst farg delas punkterna i ett antal delmangder pa sa sétt att punkter i en och samma delmangd ar
sammanbundna med strackorna av denna farg. For vilka som helst a;, by, b, (déar byzb,) finns det exakt
ett varde pa a, sadant att strackan med andpunkterna (a;, b;) och (ay, b,) ar malad i denna farg. Detta
medfor att for viken som helst farg delas punkterna i exakt 11 delmangder med 11 punkter var. Lat oss
komma ihag de indelningarna. Det finns en del omalade strackor, de kan vi mala hur som helst.

Lat nu Peter att mala punkterna hur som helst. Pga ladprincipen kan man hitta minst 12 punkter
av en och samma farg F. Betrakta indelningen som svarar mot F. Pga ladprincipen hamnar ett par
punkter i en och samma delméangd. De ar sammanbundna med en férbjuden stracka.

Dock har 200 punkter givna, inte 121 punkter. L&tt som platt! Valj bland de 121 punkter, méla
strackorna de emellan, resten mala hur som helst — det skulle racka att férhindra Peters uppdrag.

A8. Hos en andragradsekvatiafi-px+gq=0 har man uttkat b&da koefficientemach q
med 1. Samma operation upprepades 4 ganger. Da har marsfigtkén ekvationer. Hitta ett
exempel pa de ursprungliga vardenaachq da rétterna av de samtliga ekvationerna ar heltal.

Losning . Till exempel, kan man starta med ekvationen x*+3x+2=0 som har rétterna —1 och —2.
Operationen omvandlar den i ekvationer av typen x*+(r+1)x+r=0 som har rétterna —r och —(r+1).

A9. En fyrhorning delas av sin vilken som helst diagonali ltksidiga trianglar. Kan
vinkeln mellan diagonalerna vara icke rat?
Svar. Ja, det kan handa.

Ldsning . Ta till exempel en parallelltrapets som en diagonal skar av en regelbunden femhérning.
Parallelltrapetsen &r likbent, den minsta basen &r lika med tva andra sidor, diagonalerna &r lika med den
storsta basen. Har bildar diagonalerna vinkeln 72° — vilket kan latt avlasas ur den ursprungliga
regelbundna femhdrningen.

Utveckling. Utforska sjalv om det finns andra exempel dar vinkeln mellan diagonalerna &r icke
rat.

A10. Se problem Y10
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