Занятие 15. Ориентированная площадь
Определениe. Упорядоченную пару непараллельных векторов (a, b) на плоскости назовем правой, если кратчайший поворот от вектора a к вектору b надо делать против часовой стрелки. Иначе пара называется левой. 
Ориентированный угол ((a, b )– это угол поворота от a к b против часовой стрелки.
Ориентированная площадь S(a, b) пары векторов – это площадь натянутого на них параллелограмма, взятая со знаком минус, если пара – левая. 
Ориентированная площадь S(A,B,C) упорядоченной тройки точек A, B, C – это S(AB, AC)/2.
Упр 1. Докажите, что S(a, b)=|a||b|sin((a, b ).

Упр 2. Пусть k – произвольное число, a, b, c – векторы. Докажите, что 
а) S(b, a) = – S(a,b) 
b) S(ka, b) = kS(a,b) 
c) S(a, b+c)=S(a, b)+S(a,c)

Упр 3. a) Докажите, что S(A,B,C) = – S(B, A,C) = S(B,C,A).
b) Докажите, что для любых точек A, B, C, D справедливо равенство 
S(A,B,C) = S(D, A, B) + S(D, B, C) + S(D, C, A)
Упр 4. Пусть векторы базиса единичны, перпендикулярны и образуют правую пару. Докажите, что если векторы с и d имеют координаты соответственно (xс , yс) и (xd , yd), то S(c, d)= xсyd– yсxd.
Задача 5. (для программистов). Координаты вершин многоугольника (по порядку) равны (x1, y1), (x2,y2), …, (xn,yn). Докажите, что ориентированная площадь многоугольника равна
1/2(x1(y2–yn)+x2(y3– y1)+ x3(y4– y2)+…+ xn(y1– y n–1))
Задача 6. По трем параллельным дорожкам бегут с постоянными (возможно различными) скоростями три бегуна A, B и C. В начальный момент площадь треугольника ABC равна 2, через 5 сек она равна 3. Чему она может быть равна еще через 5 сек? 
Задача 7.  Продолжения сторон AD и BC выпуклого четырехугольника ABCD пересекаются в точке O, M и N – середины сторон AB и CD, P и Q – середины диагоналей AC и BD. Докажите, что 
а) SPQMN = |SABD–SACD|/2 

b) SOPQ=SABCD/4.
Задача 8. Можно ли на клетчатой бумаге отметить равносторонний треугольник с вершинами в узлах сетки?  
Задача 9. Дан треугольник ABC и точка P. Точка Q такова, что CQ||AP,  а точка R такова, что AR||BQ и CR||BP. Докажите, что SABC=SPQR 

Задача 10. В выпуклом пятиугольнике ABCDE, площадь которого равна S, площади треугольников ABC, BCD, CDE, DEA и EAB равны a, b, c, d и e.  Докажите, что S2– S(a+b+c+d+e)+ab+bc+cd+de+ea =0
Задачи для долгоиграющего матбоя.

M23. По трем прямолинейным дорогам с постоянными скоростями идут три пешехода. В начальный момент времени ини не находились на одной прямой. Докажите, что они могут оказаться на одной прямой не более двух раз.
M24. Пусть P, Q, R – точки пересечения высот треугольников BCK, ACK и ABK. Докажите, что площади треугольников ABC и PQR равны.
M25. Четырехугольники ABCD, AEFG, ADFH, FIJE и BIJC являются параллелограммами. Докажите, что четырехугольник AFHG тоже параллелограмм.
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