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Дюжина задач А.В.Шаповалова стереометри (с решениями)

1. <Матпраздник2010, 6,7 класс>
а) Поросенок Наф-Наф придумал, как сложить параллелепипед из одинаковых кубиков и оклеить его тремя квадратами без щелей и наложений. Сделайте это и вы.

б) А может ли Наф-Наф добиться, чтобы при этом каждые два квадрата граничили друг с другом?

Ответ: б) Да
Решение. а) Параллелепипед 4×1×1 оклеивается квадратом 4×4 (боковая поверхность) и двумя квадратами 1×1 (грани).
б) Параллелепипед 1×4×6 оклеивается двумя квадратами 4×4 (2 грани 1×4 и одна грань 4×6) и одним квадратом 6×6 (остальные 3 грани).
2. <Матпраздник2011, 6 класс>

Деревянный брусок (прямоугольный параллелепипед) распилили (по трем пересекающимся [image: image2.png]&
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плоскостям, параллельным граням) на восемь меньших брусков (прямоугольных параллелепипедов). На рисунке у семи брусков указана их площадь поверхности. Какова площадь поверхности невидимого бруска? 

Ответ: 22. Решение.  У каждого малого бруска поверхность распилов составляет половину всей его поверхности. Будем считать только её. Раскрасим малые бруски в чёрный и белый цвета как на рисунке (невидимый брусок – чёрный). Тогда каждые два одинаковых соприкасающихся на распиле прямоугольника – разного цвета. Поэтому сумма площадей чёрных распилов равна сумме площадей белых. А тогда и сумма площадей поверхностей белых брусков равна сумме площадей поверхностей чёрных. Отсюда площадь поверхности невидимого чёрного  бруска равна (148+46+72+28)–(88+126+58)=22.
3. . <Турнир им. Савина, 2012 г, 8-9 классы>
Трёхмерная доска 18×18×18 состоит из кубических клеток. Параллельные граням слои считаются плоскими досками 18×18. Шахматный слон ходит по диагонали в любой из этих плоских досок. Докажите, что если слон может попасть из клетки A в клетку B, то он может сделать это не более чем за 3 хода. (М. Артемьев, К. Кноп, А. Шаповалов) 
Решение. Раскрасим клетки доски в шахматном порядке. Слон может ходить по клеткам только одного цвета. Поэтому достаточно проверить, что из каждой чёрной клетки можно попасть в любую другую чёрную клетку за 3 хода. Дальше речь идет только о чёрных клетках – слово «чёрная» опускается.
Лемма. Из каждой клетки плоской доски можно попасть в любую другую за два хода.
Доказательство. Разобьём все клетки на диагонали, параллельные главной чёрной диагонали. Каждая диагональ имеет чётную длину от 2 до 18. Очевидно, с каждой клетки на диагонали меньшей длины можно перейти на диагональ большей или той же длины за один ход, поэтому до каждой точки таких диагоналей можно дойти за два хода. Если же слону надо попасть в точку на диагонали меньшей длины, повторим в обратном порядке путь из конечной точки в начальную. 

Надо попасть из клетки A в клетку B. Проведем через A горизонтальный слой h. На нём, как на плоской доске, через A проходят две диагонали с концами на краях доски. Эти концы лежат как минимум на трёх краях доски, из которых два края k и k( – противоположны. Клетки диагоналей связывают k c k(, значит, лежат на каждом ряду (горизонтали или вертикали), параллельном k. Поэтому на каждый такой ряд из A можно попасть за один ход. Проведём теперь через B вертикальный слой v параллельно k. Его пересечение со слоем h – ряд, параллельный k, поэтому туда можно из A попасть за один ход. А оттуда в слое v можно за два хода попасть в клетку B.
4. . <2012 г. а, б: Турнир им. Савина, 6-8 классы;  Олимпиада им. Шарыгина, 8 класс>
Можно ли кубик Рубика 8(8(8 оклеить без щелей и перекрытий прямоугольниками 1(2 так, чтобы каждый прямоугольник заклеивал ровно две клетки и у всех было 

а) ровно 6 соседей? 

б) одинаковое четное число соседей? (Соседи имеют общую границу ненулевой длины. Перегнутый прямоугольник может закрывать две клетки на соседних гранях.)
в) При каких натуральных n можно поверхность куба с ребром длины n оклеить без наложений и щелей бумажными прямоугольниками 1×2 так, чтобы у каждого было ровно по 5 соседей? (Прямоугольник может залезать и на несколько граней. Его стороны могут быть не параллельны рёбрам. Соседи имеют общую границу ненулевой длины).  

[image: image3.emf]Решение. а) Нельзя. Назовём прямоугольники доминошками. Две доминошки не могут иметь общую длинную сторону, и доминошка не может накрывать две угловые клетки. Поэтому три угловые клетки при одной вершине куба накрываются тремя доминошками, параллельными трем рёбрам куба (см. темные доминошки на рис.).  Тогда примыкающие к угловой доминошке в каждой грани образуют «ёлочку», что приводит к появлению в противоположном углу доминошки, закрывающей две угловые клетки.

б) У доминошки может быть от 4 до 6 соседей. У всех по 6 быть не может — см. п. а. Пусть у всех по  4. Рассмотрим доминошку, не примыкающую к ребру куба. К её длинным сторонам должны примыкать доминошки длинными сторонами, к ним – тоже, и набор таких доминошек образует кольцо ширины два. К сторонам кольца доминошка может примыкать только короткой стороной, что даёт ещё одно примыкающее кольцо. В конце концов найдётся либо кольцо, одна сторона которого идет по рёбрам куба, либо кольцо, разрезанное рёбрами куба пополам. Второго не бывает из-за перекрытия клеток в вершинах куба. А в первом случае доминошка, примыкающая к кольцу в вершине куба примкнет к кольцу длинной стороной и будет иметь не менее 5 соседей.  
в) Ответ. При четных n. При нечетных n общее число прямоугольников нечетно, поэтому так оклеить нельзя по лемме о рукопожатиях.  При четных n разобьем каждую грань на клетки 2×2 и раскрасим вершины клеток в шахматном порядке. Далее разобьем каждую клетку на два прямоугольника. При этом если при взгляде снаружи у клетки нижний левый угол белый, то режем вертикально, а если черный – то горизонтально (способ не зависит от того, как мы повернем клетку). В результате для любой пары клеток с общей границей одна линия разбиения будет параллельна границе, а другая – перпендикулярна. Поэтому каждый прямоугольник с одной длинной стороны будет граничить с одним, а с другой – с двумя прямоугольниками, а всего – с пятью. 
Замечание. Доказательство невозможности не должно опираться на предположение, что стороны прямоугольников параллельны ребрам куба – это, вообще говоря,  неверно, есть способы оклеить куб косо расположенными прямоугольниками. 
5. < УТЮМ9; Многоборье2013, регата, старшие>

Вершины замкнутой несамопересекающейся восьмизвенной ломаной совпадают с вершинами куба. Докажите, что у этой ломаной найдутся четыре звена одинаковой длины.

Решение. Пусть ребро куба равно 1. У ломаной могут быть звенья трёх длин: 1 (ребро куба), (2 – диагональ грани, (3 – большая диагональ куба. Но если больших диагоналей две, то они пересекаются в центре куба. Значит, есть не более одной большой диагонали, и 7 длин двух других видов. Среди последних есть не менее 4 равных.
6. < Турнир им. Савина, 2002>
Дана замкнутая несамопересекающаяся ломаная с вершинами на ребрах единичного куба. На каждой грани все звенья параллельны между собой.

а) Может ли в этой ломаной быть не менее 12 звеньев?
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б) Может ли длина ломаной быть больше 100? 

Решения. а) Ответ: может. Пример такой ломаной показан на рисунке 1 (каждое звено соединяет середины двух соседних ребер куба).

б) Ответ: может. Опишем построение ломаной длины более 4n2, где n – любое нечетное число. Разобьем верхнюю и нижнюю грани на n параллельных прямоугольников 1×n. Построим на верхней и нижней грани по n звеньев ломаной, проведя  в каждом из прямоугольников по диагонали (на рис. 2 – вид кубика сверху при n=5, черные диагонали – на верхней грани, коричневые – на нижней). Концы звеньев, попавших в вершины куба, соединим диагоналями правой и левой граней, а остальные концы соединим вертикальными звеньями на передней и задней грани куба. У нас получилось всего 4n2+2 звена, каждое длины более 1. Нетрудно убедиться, что получилась одна замкнутая ломаная.  
7. <20-й Турнир городов, весенний, основной, старшие>

В море плавает предмет в форме выпуклого многогранника. Может ли случиться, что 90% его объема находится ниже уровня воды, и при этом больше половины его поверхности находится выше уровня воды?

Решение. Рассмотрим правильную пирамиду, плавающую вниз вершиной. Пусть площадь ее боковой поверхности равна S. Тогда площадь основания равна S(cos (, где ( – угол наклона боковых граней к основанию. По условию под водой находится часть пирамиды, подобная исходной с коэффициентом подобия k = 
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. Площадь боковой поверхности этой части равна k2S. Поскольку 2k2 – 1 < 1, мы можем так выбрать угол (, чтобы выполнялось неравенство cos ( > 2k2 – 1. Но тогда 2k2S < S + S(cos (, то есть под водой находится меньше половины поверхности пирамиды.

8. <Турнир Ломоносова, 2012, 11 класс>
Докажите, что можно на каждом ребре тетраэдра записать по неотрицательному числу так, чтобы для каждой грани сумма чисел на её ребрах равнялась площади грани. 

Решение. Соединим точки касания вписанной сферы с вершинами соответствующей грани. Каждая грань разобьется на три треугольника. Площади, примыкающие к одному ребру, равны. Их и запишем. 


9. <Многоборье, 2013, командная олимпиада, старшие>
Есть большой куб и набор из 5 красок. Сначала Петя режет куб на меньшие кубики (размер он выбирает сам, но не более 1 см). Затем Вася красит кубики как хочет (не обязательно все одинаково), но чтобы каждая грань была одноцветна. Наконец, Петя складывает из кубиков исходный куб. Докажите, что, независимо от действий Васи, Петя может добиться, чтобы каждая грань большого куба была одноцветной.

Решение. Пусть k – число способов раскрасить кубик данным набором красок. Разрежем куб на n3 кубиков, где n>6k и достаточно велико, чтобы ребра частей были короче 1 см. Расставим кубики так, чтобы они переводились друг в друга параллельным переносом. Тогда найдется не менее n3/k одинаково раскрашенных кубиков. Это больше чем 6n2, что больше числа кубиков, примыкавших к граням исходного куба. Будем строить большой куб с такой же раскраской, как у этих кубиков. Поместим эти одинаково окрашенные кубики на границу. При этом кубики, примыкающие к боковым граням, получаются друг из друга параллельным переносом, поэтому боковые грани будут одноцветны. 

10. <a: Кубок Колмогорова, 1997; б: Турнир Ломоносова, 2013>

а) Барон Мюнхгаузен рассказывал, как его друг Эйлер, разрезав некий картонный выпуклый многогранник по ребрам на отдельные грани, прислал их ему. Одна грань при пересылке потерялась, но барон сумел из всех оставшихся граней склеить новый многогранник большего объёма чем исходный. Может ли рассказ барона быть правдой?

б) В набор “Юный геометр” входит несколько плоских граней, из которых можно собрать выпуклый многогранник. Юный геометр Саша разделил эти грани на две кучки. Могло ли случиться, что из граней каждой кучки тоже можно собрать выпуклый многогранник?

Решение. а) Может. Пусть исходный многогранник – правильная 6-угольная пирамида с высотой намного меньше ширины, и пусть потерялось основание. Склеим из остатков две треугольные пирамиды без основания и соединим их основаниями.

б) Могло. Пусть грани – 12 равных равнобедренных треугольников с углом при вершине менее 30(.  Из шести таких треугольников можно сложить правильную 6-угольную пирамиду без основания, а соединив две такие пирамиды отсутствующими основаниями, получим выпуклый 12-гранник. А из трех таких граней можно сложить правильную треугольную пирамиду без основания. Соединив основаниями две пары таких пирамид, получим два одинаковых выпуклых 6-гранника. 
11. <32-й Турнир городов, весенний, сложный, старшие>

От балки в форме треугольной призмы с двух сторон отпилили (плоской пилой) по куску. Спилы не задели ни оснований, ни друг друга. Могут ли спилы быть подобными, но не равными треугольниками?

Решение. Могут. Возьмем неравносторонний треугольник T и выберем в нем две различные стороны a и b. Возьмем также треугольник U, подобный T с коэффициентом a/b. Приставим их друг к другу сторонами длины a так, чтобы они не лежали в одной плоскости. Две свободные вершины этих треугольников задают направление бокового ребра призмы, которое сделаем достаточно большим, чтобы призма имела непересекающиеся сечения, равные T и U.
12. < Многоборье2013, геометрия, старшие>
При каких a>1 cуществует многогранник, у которого отношение площадей любых двух граней не меньше a?

Ответ. При всех a<2. Решение. Оценка. Допустим, есть такой многогранник с a≥2. Выпишем площади его граней в порядке убывания: S1, S2, …, Sn. По условию 
S2<S1/2, S3<S2/2<S1/22, …, Sn<Sn-1/2<…<S1/2n–1. Но тогда 
S2+S3+…+Sn<S1/2+S1/22+…+S/2n–1=(1–1/2n–1)< S1. А если спроектировать все грани на плоскость грани S1, то площади проекции у S1 не изменится, а у остальных граней не увеличится. Ясно, что проекции остальных граней покроют S1. Поэтому S1 не больше суммы площадей проекций остальных граней, тем более S1≤S2+S3+…+Sn. Противоречие.

Пример. См. решение задач Многоборья тут http://ashap.info/Turniry/Mnb/Resh.zip
Рис. 1
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