Принцип крайнего

1. Идея 1. Обратите внимание на объекты «с краю», где край понимается геометрически (граница, вершина, угол) или арифметически (наибольшее, наименьшее).

Можно рассматривать и несколько крайних объектов. Так, для получения оценки бывает полезным выбрать два крайних объекта: для разностей – наибольший и наименьший, для расстояний – наиболее удаленные друг от друга.

2. В порядке возрастания весов лежат несколько камней. Есть чашечные весы без гирь. За какое наименьшее число взвешиваний можно проверить, правда ли что любая пара камней тяжелее любого одного камня?

3. На доске выписано 100 различных чисел. Докажите, что среди них можно выбрать пять чисел так, что их среднее арифметическое не будет равно среднему арифметическому никаких шести из выписанных чисел.

Критический момент часто случается в конце процесса.

4. Аня, Боря и Витя сидят по кругу за столом и едят орехи. Сначала все орехи у Ани. Она делит их поровну между Борей и Витей, а остаток (если он есть) съедает. Затем все повторяется: каждый следующий (по часовой стрелке) делит имеющиеся у него орехи поровну между соседями, а остаток съедает. Вначале было больше 100 орехов. Докажите, что хотя бы один орех не будет съеден.

Идея 2: минимальный контрпример. Условие минимальности облегчает поиск (или построение) контрпримера, а доказав, что нет минимального, мы докажем и отсутствие контрпримеров вообще. В частности, полезно сократить на общий делитель.

5. 2x=10. Докажите, что х – иррационально.

6. На доске выписано 100 целых чисел. Известно, что для любых пяти из этих чисел найдутся такие шесть из этих чисел, что равны средние арифметические этой пятерки и этой шестёрки. Докажите, что все числа равны.

Принцип крайнего: На дом

Кр1. За день в библиотеке побывало 100 читателей, каждый по разу. Оказалось, что из любых трех по крайней мере двое там встретились. Докажите, что библиотекарь мог сделать важное объявление в такие два момента времени, чтоб все 100 читателей его услышали.

Кр2. Числа p и q – целые, x2+px+q>0 при всех целых x. Докажите, что x2+px+q>0 и при всех нецелых x.
Кр3. a, b, с – натуральные числа. Могут ли НОК(a, b) и НОК(а+с, b+с) быть равны?

Принцип крайнего: Задачи для крутых 

Кр4. На каждой клетке шахматной доски вначале стоит по ладье. Каждым ходом можно снять с доски ладью, которая бьет нечетное число ладей. Какое наибольшее число ладей можно снять? (Ладьи бьют друг друга, если они стоят на одной вертикали или горизонтали и между ними нет других ладей).

Кр5. Первоначально на доске написано число 2004!. Два игрока ходят по очереди. Игрок в свой ход вычитает из написанного числа какое-нибудь натуральное число, которое делится не более чем на 20 различных простых чисел (так, чтобы разность была неотрицательна), записывает на доске эту разность, а старое число стирает. Выигрывает тот, кто получит 0. Кто из играющих – начинающий или его соперник – может гарантировать себе победу, и как ему следует играть?
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