Полуинвариант

Пусть есть последовательность объектов, или процесс, в котором позиции последовательно сменяются. Полуинвариант – это связанное с позицией число, которое при разрешенных действиях все время растет или все время убывает (возможно, нестрого). Выбор полуинварианта зависит от цели.
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Если есть строгий полуинвариант, то позиция не может повториться (и, в частности, процесс не может зациклиться). В большинстве игр наличие полуинварианта гарантирует, что игра закончится.

1. На шахматной доске 100×100 коню разрешено ходить только в четырех направлениях (см. рис). Докажите, что он может сделать лишь конечное число ходов. 

Типичные полуинварианты: сумма, произведение, модуль разности, сумма модулей, сумма квадратов.

2. Есть 10 различных чисел. За одну операцию можно два неравных числа заменить на два равных с той же суммой.
а) Может ли процесс продолжаться бесконечно?
б) Может ли один  и тот же набор чисел возникнуть дважды?
Если полуинвариант может принимать лишь конечное число значений, или убывает, принимая лишь натуральные значения, то он достигнет «крайнего» значения. Это может обеспечить искомую позицию. 
3. а) В клетках таблицы 99×99 расставлены плюсы и минусы. Если в каком-то ряду (строке или столбце) минусов больше чем плюсов, разрешается в этом ряду поменять все знаки на противоположные. Докажите, что через некоторое время и во всех строках, и во всех столбцах плюсов будет больше чем минусов. 
б) В клетках таблицы 99×99 расставлены целые числа. Если в каком-то ряду (строке или столбце) сумма отрицательна, разрешается в этом ряду поменять все знаки всех чисел на противоположные. Докажите, что через некоторое время сумма чисел в каждом из рядов будет неотрицательной.
в) Как (б), но числа – действительные.
В комбинаторных задачах полуинвариантом часто служит число каких-то комбинаций, например, «неправильных» пар.

4. В Украине все города подняли над ратушами флаги – голубые либо оранжевые. Каждый день жители узнают цвета флагов у соседей в радиусе 100 км. Один из городов, где у большинства соседей флаги другого цвета, меняет свой флаг на этот другой цвет. Докажите, что со временем смены цвета флагов прекратятся.

Для строки целых чисел (или объектов) полуинвариантом может быть  многозначное число в некоторой системе счисления.

5. a) В строке записаны 100 цифр. Петя находит пару рядом стоящих цифр, где правая меньше левой, и меняет их местами. Докажите, что рано или поздно перестановки прекратятся.
б) В строку в беспорядке записаны по разу числа 1, 2, …, 100. . Петя находит пару рядом стоящих чисел, где правое меньше левого, и меняет их местами. Докажите, что рано или поздно числа расположаться по порядку 1, 2,…, 100.

6. В колоде часть карт лежит рубашкой вниз. Время от времени Петя вынимает из колоды пачку из одной или нескольких подряд идущих карт, в которой верхняя и нижняя карты лежат рубашкой вниз, переворачивает всю пачку как одно целое и вставляет в то же место колоды. Докажите, что в конце концов все карты лягут рубашкой вверх независимо от того, как Петя выбирает пачки. (Примечание: если "пачка" состоит лишь из одной карты, то требуется только, чтобы она лежала рубашкой вниз.)
В сложных случаях полуинвариантом может служить и упорядоченный набор величин: например первая убывает не всегда, но, пока она сохраняет свое значение, убывает вторая. 

7. На шахматной доске 100×100 королю разрешено ходить вправо, вверх, вправо-вниз или вправо-вверх по диагонали. Докажите, что он может сделать лишь конечное число ходов. 

8. В возрастающей бесконечной последовательности натуральных чисел каждое число, начиная с 2002-го, является делителем суммы всех предыдущих чисел. Докажите, что в этой последовательности каждое число, начиная с некоторого места, равно сумме всех предыдущих чисел.
Некоторые конструкции создаются «методом последовательного улучшения». Мы берем несовершенную конструкцию и начинаем её последовательно преобразовывать. Полуинвариант гарантирует завершение процесса и достижение нужного эффекта в конце.

9. Ученики школы посещают кружки. Докажите, что можно несколько школьников принять в пионеры так, чтобы в каждом кружке был хотя бы один пионер и для любого пионера нашелся кружок, в котором он был бы единственным пионером.

10. На плоскости даны 100 красных и 100 синих точек, никакие три из них не лежат на одной прямой. Докажите, что можно провести 100 непересекающихся отрезков с концами разных цветов. 

НА ДОМ

ПИ1. Аня, Боря и Витя сидят по кругу за столом и едят орехи. Сначала все орехи у Ани. Она делит их поровну между Борей и Витей, а остаток (если он есть) съедает. Затем все повторяется: каждый следующий (по часовой стрелке) делит имеющиеся у него орехи поровну между соседями, а остаток съедает. Вначале было больше 100 орехов. Докажите, что хотя бы один орех будет съеден.   

ПИ2. У каждого депутата в парламенте не более трех врагов (вражда взаимна). Докажите, что можно разбить парламент на две палаты так, чтобы у каждого было в своей палате не более одного врага. 

ПИ3. Из всех замкнутых ломаных с вершинами в данных точках выбрали самую короткую. Докажите, что эта ломаная несамопересекающаяся.

ПИ4. В строке записано несколько чисел. Каждую секунду робот выбирает какую-либо пару рядом стоящих чисел, в которой левое число больше правого, меняет их местами и при этом умножает оба числа на 2. Докажите, что через некоторое время сделать очередную такую операцию будет невозможно.

ПИ5. На окружности расставлено несколько положительных чисел, каждое из которых не больше 1. Докажите, что можно разделить окружность на три дуги так, что суммы чисел на соседних дугах будут отличаться не больше чем на 1. (Если на дуге нет чисел, то сумма на ней считается равной нулю.)
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