Конструкции по индукции

18 ноября, гр. 9-1
Многоэтажные здания строят, ставя по очереди следующий этаж на предыдущий. В математике этому соответствует индуктивное построение, когда, например, конструкция для n+1 строится из конструкции для n.

1. Докажите, что для любого n найдутся 

а) n различных простых чисел;

б) n различных простых чисел вида 4k–1.

Индуктивное построение может можно делать с помощью редукции, когда случай для n+1 сводится к случаю n, который мы уже умеем решать. 
2. От прямоугольника с неравными сторонами отрезают квадрат со стороной, равной меньшей стороне прямоугольника. Если оставшаяся часть не квадрат, процесс повторяют. Докажите, что для любого n найдется прямоугольник, для которого процесс закончится ровно после n-го отрезания, причем все отрезанные квадраты будут разного размера.

Распространена индукция по степеням двойки (или редукция к меньшей степени двойки).
3. На столе стоят 2n стаканов с водой. Разрешается взять один из стаканов и перелить из него часть воды в стакан, где воды меньше так, чтобы воды стало поровну. Докажите, что такими операциями можно добиться, чтобы во всех стаканах стало поровну воды.

При рассуждении по индукции важно точно формулировать предположение индукции.
4+. На складе лежит n деталей, промаркированных первым или вторым сортом. Детали одинакового сорта весят одинаково, и каждая деталь второго сорта немного легче детали первого сорта. Известно, что ровно одна из деталей промаркирована неправильно. Покажите, что при 2<n(3k бракованную деталь можно наверняка выявить за k взвешиваний на чашечных весах без гирь.

Бывают конструкции, где удобнее надстраивать сразу по нескольку этажей. База индукции состоит обычно из нескольких конструкций.

5. В банке есть только монеты в 2 и 5 руб, зато в неограниченном количестве. Докажите, что любую сумму больше 3 рублей можно набрать только этими монетами.

6. Докажите, что для любого n>5 квадрат можно разрезать на n меньших квадратов.

При доказательстве свойств конструкций по индукции бывает полезно сперва показать, что всякая конструкция из n элементов получается «удобным образом» из конструкции из n–1 элемента. Тут часто помогает выкидывание «крайнего» элемента.
7. На клетчатой доске стоят несколько ладей. Докажите, что их можно раскрасить в 3 цвета так, чтобы ладьи одного цвета друг друга не били.

8. Дан связный граф с n вершинами. Докажите, что вершины можно пронумеровать от 1 до n так, чтобы для любого k<n можно было из вершины 1 в вершину k добраться, не заходя в вершины с номерами больше k.

9+. Многоугольник на клетчатой плоскости состоит из n клеток. Докажите, что его периметр не превосходит 2n+2.
Домашнее задание 

КИ1. Докажите, что что для любого n найдутся n различных дробей с числителями 1 и суммой 1. 
КИ2. В шахматном турнире каждый с каждым сыграли по разу. Докажите, что можно так занумеровать участников, чтобы каждый не проиграл участнику со следующим номером. (Сдать письменно)
КИ3. На фестивале патриотической 100 певцов из разных стран должны исполнить по одной песне. Каждая песня оскорбительна не более, чем для трёх других участников. Исполнив песню, певец сразу уезжает, остальные слушают следующие песни. Докажите, что песни можно исполнить в таком порядке, чтобы каждый был оскорблён не более трёх раз.
КИ4. Докажите, что для любого n на плоскости можно отметить конечное число точек так, чтобы на расстоянии 1 от каждой было ровно n отмеченных точек. 
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