Двадцать пятая летняя многопредметная школа

[image: image205.wmf] 

B

 

D

 

E

 

M

 

A

 

C

 


МАТЕРИАЛЫ ЗАНЯТИЙ
8 класс, группа «Профи»

Преподаватели:

Шаповалов А. В.

Матвеев К. А.

Пикалов П. С.

Вишкиль 2009
СОДЕРЖАНИЕ
Вступительная олимпиада
3

ТЕОРИЯ ЧИСЕЛ

Мультипликативные функции и функция Эйлера
3
Комбинаторный метод в теории чисел
4
Комбинаторная теория чисел
5
Остатки по простому модулю и показатели
7
Показатели
7
Первообразный корень
8
Квадратичные вычеты
9
МНОЖЕСТВА
Конечное и бесконечное
9
Счетность и равномощность
11
Множества и отображения
12
Изоморфизм
14
ГЕОМЕТРИЯ

Векторы
16
Геометрия масс
17
Поворот
18
Различные виды движений
19
Композиция движений
20
Классификация движений
22
Гомотетия
23
НЕРАВЕНСТВА

Метод Штурма
24
Классические неравенства
25
ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ

Прогрессии и реккуренты
27
Периодичность
28
Последовательности и итерации
29
ВВЕДЕНЕИЕ В ТЕОРИЮ ГРУПП

Группы подстановок
30
Группы преобразований
32
Конечные группы и делимость
33
КОМБИНАТОРНАЯ ГЕОМЕТРИЯ

Можно ли разрезать?
35
Теорема Хелли
36
ПРОЧЕЕ

Точки на линиях или как резать сыр?
37
Разнобой 1
38
Разнобой 2
39
Разнобой 3
39
Разнобой 4
40
Разнобой 5
41
Внутренний математический бой
41
Внутренний математический бой «Профи»-«Непрофи»
42
Математический бой 8-9 «Профи»
43
Математический аукцион
44
Заключительная олимпиада
44
Вступительная олимпиада

1. Как поровну разделить 7 булок на 12 человек так, чтобы каждый кусок был больше 
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 булки?

2. Даны два двузначных числа. Вася просто приписал одно из них к другому, а Петя перемножил их. Могли ли у них получиться равные числа?

3. Имеется четыре монеты, три из которых – настоящие, весящие одинаково, а одна – фальшивая, отличающаяся от них по весу. Имеются также чашечные весы без гирь. Весы таковы, что если положить на их чашки одинаковые по массе грузы, то любая из чашек может перевесить, а если грузы различны по массе, то всегда перевесит чашка с более тяжелым грузом. Как за три взвешивания на таких весах наверняка выявить фальшивую монету и определить, легче она или тяжелее настоящих? 

4. При каких натуральных 
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 имеет решение уравнение 
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5. В треугольник вписана окружность. Через точки касания окружности со сторонами треугольника проведены прямые, параллельные биссектрисам противоположных углов. Докажите, что эти прямые пересекаются в одной точке.

6. В коробке лежит полный набор костей домино. Два игрока по очереди выбирают из коробки по одной кости и выкладывают их на стол, прикладывая к уже выложенной цепочке с любой из двух сторон по правилам домино. Проигрывает тот, кто не может сделать очередной ход. Кто выиграет при правильной игре? 

7. Докажите, что каждое натуральное число является разностью двух натуральных чисел, имеющих одинаковое количество простых делителей. (Каждый простой делитель учитывается 1 раз, например, число 12 имеет два простых делителя: 2 и 3.)

От функции Эйлера к мультипликативным функциям
Определение 1: Функция Эйлера: φ(n) — количество натуральных чисел, не превосходящих n и взаимно простых с ним.

Теорема Эйлера: Если a взаимно просто с n, то aφ(n)–1 кратно n.

Доказательство:  Пусть  a1 < a2  < ... < aφ(n) – все натуральные числа, не превосходящие n и взаимно простые с ним. 

1. Покажите, что aa1 , ..., aaφ(n)  дают различные остатки при делении на n, взаимно простые с n.

2. Покажите, что a1 a2  ... aφ(n) aφ(n) –  a1 a2  ... aφ(n) делится на n.

3. Выведите теорему Эйлера

4. Выведите Малую Теорему Ферма : 
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 для простого p и натурального m, не делящегося на p.

Теперь настало время изучить функцию Эйлера подробнее

5. Найдите φ(ps) для простого p и натурального s

Вопрос: как найти общую формулу для  φ(n)?

Идея: показать, что функция Эйлера обладает некоторыми особыми хорошими свойствами

Определение 2: Функция f: N → Z называется мультипликативной, если f(1) = 1 и f(ab) = f(a)f(b) для любых взаимно простых чисел a и b ( N - натуральные числа, Z - целые числа).

6. Докажите, что если m = 
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— разложение m на простые множители, то f(m) = f(
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) для любой мультипликативной функции  f. 

7. Докажите, что φ(m)=m(1–
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),  в предположении, что функция Эйлера - мультипликативная.

Примеры мультипликативных функций

а). φ(n) = Функция Эйлера.

б). f(n) = nk для некоторого фиксированного натурального k.

в). d(n) – количество различных простых делителей n.

г). τ(n) = количество натуральных делителей n.

д). σ(n) = сумма всех натуральных делителей числа n.

е). σs(n) = сумма s-х степеней всех натуральных делителей n, где s – произвольное целое число. Обратите внимание:  σ(n) = σ1(n), τ(n) = σ0(n).

ж). Функция Мебиуса: μ(n) = 0, если в разложение на простые множители какие-то простые числа входят в степени > 1, μ(n) = (-1)k, если n – произведение k различных простых чисел.

8. Докажите мультипликативность функции Эйлера

9. Докажите мультипликативность функций из примеров б)-ж).

10. Выведите формулы для τ(n) и σ(n) через разложение n на простые множители.  

Лемма Гаусса: n = Σ φ(d), где суммирование идет по всем натуральным делителям n.

11. Докажите лемму Гаусса. 

Комбинаторный метод в теории чисел
Сущность комбинаторного метода в теории чисел состоит в следующем. Пусть требуется доказать, что некоторое целое число a делится на некоторое целое число b. Тогда нужно придумать некие объекты и показать, что всего их  a/b+c, где c – также некоторое целое число. Отсюда будет автоматически следовать, что a кратно b, так как количество этих объектов также является числом целым. Попробуем?

1. (Делимость на факториал) а) Докажите, что произведение n последовательных натуральных чисел всегда  делится на n!

б) Обобщите этот результат на целые числа.

2.  (Задача о блохе) Пусть p – простое число. По окружности расставлено p точек, по которым прыгает блоха. Это вредное насекомое движется по часовой стрелке, каждый раз перепрыгивая через одинаковое число точек. Докажите, что она побывает на всех точках. Верно ли это утверждение для составного p? А при каком ограничении на шаг блохи становится верным?

3. (Малая теорема Ферма) Пусть p – простое число. Рассмотрим ожерелья из  p  бусинок, каждая из которых покрашена в один из a цветов.

а) Сколько всего существует таких ожерелий?

б) Сколько существует ожерелий, которые переходят в себя при некотором повороте?

в) Теперь будем считать одинаковыми ожерелья, переходящие друг в друга при некотором повороте. Сколько всего существует различных ожерелий при новом определении? 

г) Докажите малую теорему Ферма:  ap -  a делится на p.

4. (Теорема Вильсона) Пусть p – простое число. На плоскости отмечены вершины правильного p-угольника.

а) Посчитайте число замкнутых ориентированных ломанных, проходящих по всем вершинам этого p-угольника.

б) Теперь будем считать одинаковыми ломанные, переходящие друг в друга при повороте. Сколько теперь есть различных ломанных?

в) Докажите теорему Вильсона:   (p-1)! ≡ -1 (mod. p).

5. (Интересная реккурента)

Пусть {an} – последовательность, заданная соотношениями a1 = 0, a2 = 2, a3 = 3, 

an = an-2  +  an-3 для n > 3. Докажите, что ap делится на p для любого простого  p. 

Подсказка: Покажите, что an  – количество способов разрезать клетчатое кольцо из n клеток на доминошки и триминошки. 

Комбинаторная теория чисел
Для разминки:

1. Какое наибольшее количество  целых чисел можно записать в строку так, чтобы сумма любых 2009 идущих подряд чисел была бы  четна, а сумма любых 2010 идущих подряд чисел была нечетна? 

2. Какое наибольшее количество чисел можно выбрать среди первых 2009 натуральных чисел, чтобы сумма никаких двух чисел не делилась на их разность?

Суммы в подмножествах

3. В строчку выписано n целых чисел. Докажите, что можно выбрать из них несколько подряд идущих, сумма которых делится на n.

4. Сколько существует неупорядоченных наборов из n-1 целых чисел, таких что сумма любых нескольки чисел из этого набора не делится на n? 

5. Докажите, что для любого целого a, из любых n целых чисел, взаимно простых с n, можно выбрать несколько, сумма которых сравнима с a по модулю n.        (Подсказка: докажите что для любого множества из k ≤ n целых чисел, взаимно простых с n, суммы элементов во всех непустых подмножествах этого множества дают не менее k различных остатков по модулю n) 

Сумма множеств

Определение: Пусть A и B – конечные множества целых чисел (остатков по модулю  n). Через A+B обозначим множество значений (целых чисел или остатков), которые  принимает a+b, где a принадлежит A, b принадлежит B.

Пример: А = {2; 7; 8}, B = {14, 18, 19}. Тогда A+B = {16; 20; 21; 22;  23; 25; 26; 27}. Пусть теперь мы рассматриваем остатки по модулю 12,   А = {0; 2; 4; 6; 8}, B = {2, 4, 10}. Тогда A+B = {0; 2; 4; 6; 8; 10}.

6. Найдите  A + B, если

а). Рассматриваем остатки по модулю 10.  А = {0; 1; 4; 9}, B = {2, 3, 6, 7}. 

б). A - множество всех простых чисел, меньших 100,  B – множество всех всех четных натуральных чисел, меньших 100. 

в). A = B – множество всех всех натуральных чисел с четной суммой цифр, меньших 1000000.

г).  A  и B – множества остатков по модулю n, такие что |A| + |B| > n.

7. Пусть A и B – конечные множества целых чисел, содержащие x и у элементов соответственно. Каково наименьшее возможное число элементов в A+B? Остается ли тот же ответ верным для  остатков по модулю  n?

Аналоги предыдущей задачи для остатков:

Теорема Коши-Дэвенпорта: Пусть A и B — два подмножества остатков по простому  модулю p. Тогда в A + B не менее чем   min{p,  |A| + |B| − 1} элементов.

Теорема Кемпермана-Шерка: Пусть A и B — два подмножества остатков по модулю n, содержащие 0, такие что из  a + b = 0 (mod. n), где a ∈ A, b ∈ B следует a = b = 0. Тогда в A + B не менее чем   min{n,  |A| + |B| − 1} элементов.

8. Дайте определение суммы нескольких (возможно, больше двух) множеств целых чисел или остатков.

9. Обобщение теоремы Коши-Дэвенпорта. Пусть A_1, A_2, … A_k — подмножества остатков по простому  модулю p. Докажите, что  в A_1 + A_2 + ... + A_k не менее чем min{p,  |A_1| + |A_2| + ... + |A_k| − (k-1)} элементов.

10. Обобщение теоремы Кемпермана-Шерка. Пусть A_1, A_2, … A_k — подмножества остатков по модулю n,  содержащие 0,  такие что из  a_1 + a_2 + ... + a_k = 0 (mod. n), где a_1 ∈ A_1, ...,  a_k ∈ A_k следует a_1 = ... = a_k = 0 . Докажите, что  в A_1 + A_2 + ... + A_k не менее чем min{n,  |A_1| + |A_2| + ... + |A_k| − (k-1)} элементов.

11. Докажите, что из 2n-1 целого числа всегда можно выбрать n чисел c суммой, кратной n.  

а) Для простого n.

б) Для любого натурального n. 

12. Множество из n целых чисел таково, что у любого его непустого подмножества из не более чем k элементов сумма чисел не делится на n. Докажите, что можно выбрать из множества k+1 число, попарно сравнимые по модулю n.

13. Множество S из k+r целых чисел таково, что сумма никаких k из них не делится на k. Докажите, что всевозможные суммы k элементов из S дают не менее r+1 различных остатков по модулю k.

14. Множество S из k целых чисел, попарно не сравнимых по модулю n,  таково, что сумма любых нескольких из них не делится на n. Докажите, что всевозможные суммы   нескольких элементов из S дают не менее 2k-1 различных остатков по модулю n.
Остатки по простому модулю и показатели
Деление остатков

1. Найдите 2/7 mod 11, 4/18 mod 19, 11/5 mod 101.

2. Найдите все остатки по простому модулю p, обратные самим себе.

3. (Теорема Вильсона) Докажите, что (p-1)! + 1 делится на p для любого простого p. Верно ли это хотя бы для одного составного p?

4. а) Сумму дробей 1/1, 1/2, …, 1/p-1 привели к общему знаменателю. Докажите, что числитель делится на p, если p — нечетное простое.


б).  Сумму дробей 1/12, 1/22, …, 1/(p-1)2 привели к общему знаменателю. Докажите, что числитель делится на p, если p — простое, большее 3.


в).   Сумму дробей 1/1k, 1/2k, …, 1/(p-1)k привели к общему знаменателю. Докажите, что числитель делится на p, если p — простое, большее k+1.

Ключевая лемма: Для любых простого p и натурального k существует не  более k целых чисел в промежутке от 0 до p-1, для которых  xk  ≡ 1 (mod. p)
Показатели

Определение: Показателем целого a по модулю натурального n (при условии, что a и n взаимно просты) называется наименьшее такое натуральное t, что  at  ≡  1 (mod. n). 

5. Докажите, что  ad ≡  1 (mod. n)  тогда и только тогда, когда d делится на t.

6. Докажите, что в разложении на простые множители 2q - 1 (q – простое), любое число будет давать остаток 1 по модулю q.

7. Пусть p и q — простые, q > 5. Известно, что 2p  + 3p делится на q. Докажите, что q > 2p.

8. Докажите, что φ(an–1) делится на n для натуральных a и n.
Показатели
Определение: Показателем целого a по модулю натурального n (при условии, что a и n взаимно просты) называется наименьшее такое натуральное t, что at ≡ 1 (mod n). 

1. а). Докажите, что  ad ≡  1 (mod. n)  тогда и только тогда, когда d делится на t.


б). Докажите, что  ad ≡ as (mod. n)  тогда и только тогда, когда d-s делится на t.


в). Докажите, что ((n) делится на t. 

2. Докажите, что в разложении на простые множители 2q - 1 (q – простое), любое число будет давать остаток 1 по модулю q. Получите отсюда еще одно доказательство бесконечности множества простых чисел.

3. Докажите, что если m – степень двойки, то любой простой делитель 2m + 1 сравним с 1 по модулю 2m.

4. Докажите, что 2n - 1 не делится на n для n > 1.

5. Пусть p и q — простые, q > 5. Известно, что 2p  + 3p  делится на q. Докажите, что q > 2p.

6. Докажите, что  φ(an–1) делится на n для натуральных a и n.

Для самостоятельного решения:
7. а). a >1, p >2, p – простое. Докажите, что простые нечетные делители  
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 или делят a-1 или сравнимы с 1 по модулю 2p. 


б).  Докажите, что число 
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 имеет хотя бы один простой делитель, не делящий a-1.


в). (Примитивная версия теоремы Дирихле) Докажите, что существует бесконечно много простых чисел, сравнимых с 1 по модулю 2p.

Первообразные корни
Определение: Если a и n – взаимно простые натуральные числа, и показатель a по модулю n равен φ(n), то a называется первообразным корнем по модулю n. В таком случае  a0, a1, …, aφ(n)-1 дают по разу всевозможные остатки по модулю n, взаимно простые с n.

Упражнение 1: Покажите справедливость предыдущего утверждения.

Упражнение 2: Существует ли первообразный корень по модулю 8? По модулю 9?

Вопрос: По каким модулям n существуют первообразные корни?

Ответ: (пока слишком сложный для нас) При n = 2, 4, pt, 2pt, где p > 2 — простое.

Однако мы докажем следующий факт.

Теорема:  По простому модулю всегда существует первообразный корень.

Ключевая лемма: Для любого натурального k по простому модулю p существует не более k таких остатков, что их k-я степень сравнима c 1 по модулю p. Подумайте на досуге как такой факт можно доказать.

Упражнение 3: Докажите ключевую лемму для k=2; 4.

Доказательство (воспроизведите основные шаги):

1. Если x по модулю p имеет показатель ab, то  xa  имеет показатель b.

2. Если x и y имеют по модулю p показатели a и b соответственно, причем a и b взаимно просты, то xy имеет показатель ab. 

3. Пусть s – наименьшее общее кратное всех возможных показателей остатков по модулю p.  Далее, пусть s = 
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 - разложение на простые множители. Докажите, что существуют n остатков по модулю p, имеющих показатели 
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 соответственно.

4. Докажите существование остатка показателя s.

5. Покажите, что s = p-1 (не забудьте про ключевую лемму!) Закончите доказательство теоремы.

Задача 1: Докажите, что для любого простого p числа 1, 2, …, p -1 можно расставить по кругу так,  что для любых трех последовательных a, b и с разность b2 – ac делится на p. 

Задача 2: Найдите число остатков по модулю p, являющихся первообразными корнями.

Задача 3: Петя возвел каждое из чисел 1, 2, …, 100 в степень k и сложил все получившиеся результаты. При каких k то, что получилось, будет делиться на 101?

Задача 4: Докажите, что если  2n + 1 — простое (n > 1), то 3 - первообразный корень.
Квадратичные вычеты
Далее везде p – нечетное простое число, g – какой-нибудь первообразный корень по модулю p. 

Определение: Ненулевой остаток a по модулю p называется квадратичным вычетом, если существует такой остаток x, что x2 ≡ a (mod. p). В противном случае он называется квадратичным невычетом. 

1. Покажите, что gk, является квадратичным вычетом тогда и только тогда, когда k четно.

2. Покажите, что по модулю p существует ровно (p-1)/2 квадратичных вычетов и столько же невычетов.

3. Покажите, что произведение двух квадратичных вычетов — вычет; приоизведение вычета на невычет — невычет; произведение двух невычетов — вычет.

Определение: Символом Лежандра называется выражение, обозначаемое 
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, равное 1, если a — квадратичный вычет по модулю p, -1, если a — невычет по модулю p и 0, если a = 0.

4. Докажите, что 
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5. Докажите, что 
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6. Докажите, что p-1 является квадратичным вычетом по модулю p, тогда и только тогда, когда p ≡ 1 (mod 4).

7. (Теорема Жирара) Простое число p ≡ 3 (mod. 4), а целые числа x и y таковы, что  x2 + y2 делится на p. Тогда x и y делятся на p.

8. Докажите, что существует бесконечно много простых чисел вида а) 4k+3  б) 4k+1.

9. Решите в целых числах уравнение (a2 - 1)(b2  - 1) = 4c2 + (2c+1)2 .

10. Решите в целых числах уравнение x3 + 7 = y2 (Подсказка: добавьте к обеим частям равенства по 1).

11.  Покажите, что уравнение 4xy – x – y = z2 не имеет решений в натуральных числах, но имеет бесконечно много решений в целых числах. 

12.  Докажите, что для p > 3 сумма квадратичных вычетов по модулю p делится на p.
Конечное и бесконечное
Сколько бы ни было – хочется еще

Пред1. Простых чисел бесконечно много.

Зад2. Докажите, что найдется  любое число последовательных натуральных чисел, каждое из которых делится на точный квадрат, больший 1.

Зад3. Для любого n сумма n первых членов последовательности больше n. Докажите, что в последовательности бесконечно много положительных членов.

Дирихле на бесконечности 

Упр4. Докажите, что в десятичной записи 
[image: image28.wmf]2

 какая-то ненулевая цифра встречается бесконечно много раз.

Зад5. Круг разделен на 1997 секторов, и в каждом написано натуральное число. В один из секторов ставится фишка. Каждым ходом прочитывается число в секторе, где находится фишка, фишка сдвигается на это число секторов по часовой стрелке, и там, где она остановилась, число увеличивается на 1. Докажите, что через некоторое число ходов все числа станут больше миллиона. 

Зад6.  Докажите, что из любых 11 бесконечных десятичных дробей можно выбрать две, совпадающие в бесконечном числе позиций.

Накапайте мне три кружки пива 

Зад7. Круг радиуса 1997 км раскрашен в два цвета. Докажите, что найдутся две точки разного цвета на расстоянии 1 мм.

Пред8. 
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 больше любого числа при достаточно больших m.

Зад9. Два зеркала образуют угол. Луч света падает на один из них. Докажите, что луч света отразится от зеркал конечное число раз (даже если угол очень маленький).

Ковшом моря не вычерпаешь 

Упр10. Можно ли покрыть прямую конечным числом кругов?

Зад11. Есть несколько геометрических прогрессий: состоящих из натуральных чисел. Докажите, что некоторое натуральное число не входит ни в одну из них. 

Зад12. Можно ли покрыть плоскость конечным числом полос (полоса –  часть плоскости между параллельными прямыми)?

Не торопись - впереди вечность!
Зад13. Два бога по очереди выписывают цифры бесконечной десятичной дроби. Первый своим ходом приписывает в хвост любое конечное число цифр, второй – одну. Если в итоге получится периодическая дробь,  выигрывает первый, иначе – второй. Кто выиграет при наилучшей игре сторон? 

Зад14. Можно ли переставить числа натурального ряда в другом порядке так, чтобы сумма любых первых k  чисел делилась на k?

Зад15. В целых точках прямой расположены ямы, шириной 0,01 каждая. Длина прыжков блохи постоянна и равна
[image: image30.wmf]2

. Докажите, что блоха рано или поздно попадет в яму.

Для самостоятельного решения
Ко1. Можно ли вычеркнуть из последовательности 
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 часть чисел так, чтобы осталась арифметическая прогрессия а) бесконечная; б) из 10 членов?
Ко2. Можно ли покрыть плоскость конечным числом внутренностей парабол?
Ко3. Докажите, что бесконечной последовательности попарно различных натуральных чисел, больших единицы, найдется бесконечное количество чисел, больших своего номера в этой последовательности.  

Ко4. Известно, что человечество бессмертно, а каждый человек смертен. Число людей в каждом поколении конечно. Докажите, что найдется бесконечная мужская цепочка, начинающаяся с Адама.

Множества и отображения
Определения. Множество – это любой (конечный или бесконечный) набор объектов, называемых его элементами. |M| – число элементов множества M. Произведение A(B множеств A и B – это множество пар (a,b), где a из A, b из B. Аналогично определяется произведение  нескольких  множеств. Ak  – произведение k экземпляров множества A.

Примеры множеств: Л – все люди (живые и покойники), N – натуральные числа, Z – целые  числа,  R – действительные числа, П – все точки плоскости.

Пред1. Пусть |A|=m, |B|=n . Тогда а) |A(B|=mn; б) |Ak|=mk .

Упр2. Сколько в m-элементном множестве а) различных подмножеств; б) k-элементных подмножеств; в) подмножеств из нечетного числа элементов?

Определение. Отображение f: A(B – это правило, которое каждому  элементу а из множества A ставит в соответствие ровно один элемент f(a) из множества B. Отображение может быть задано словесно, формулой, таблицей,  графиком  и  т.п. Отображение числовых множеств – функция, отображение из множества натуральных чисел N(B – последовательность.

Отображения f: A(B и g: A(B равны (пишем f=g), если f(a)=g(a) для всех a из A. 
BA – множество всех отображений из A в B.

   Примеры отображений:

   а) Rod: Л( Z – год рождения ;  б) Отец: Л(Л , Мать: Л(Л ( но  Сын: Л(Л – не отображение: сыновей может не быть или быть несколько);  в) Ордината:  П( R;  г) Tv: П(П – параллельный перенос на вектор v; д)Точка: R2(П (точка с заданными координатами в фиксированной  системе координат); е) s: N(N – сумма цифр; ж) Resk: N(N – остаток от деления на натуральное число k; з) тождественное отображение IdA: A(A – для всех a из A IdA(a)=a.

Упр3. Найти BA, где A={1, 2}, B={x, y, z}.

Зад4. Докажите, что если |A|=2, то отображений из B в A столько же, сколько подмножеств в B.

Пред5. Пусть |A|=m, |B|=n . Тогда |BА|=nm.

Определение. Пусть заданы f: A(B и g: B(C. Определим h=g(f:A(C формулой: h(a)=g(f(a)) и назовем его композицией или сквозным отображением.

Пример. Отец(Мать – это дед по матери.

Упр6. Что такое: а) Rod(Мать б) Ордината(Точка; в) Мать(Отец?

Пред7. а) Если f:A(B, то f(IdA=IdB(f=f;  б) (f(g) (h=f((g(h).

Пред8. Композиция параллельных переносов – параллельный перенос, а именно Tv(Tu= Tu+v.

Упр9. Приведите пример двух отображений  f,g: A( A таких, что f(g≠g(f.

Зад10. а) s(Res9=Res9(s ; б)* при каких натуральных k выполнено s(Resk=Resk(s?

Определение. Пусть задано отображение f: A(B. а) f – это "отображение на" (сюръекция), если для любого b из B найдется такой a из A, что f(a)=b. б) f – это вложение (инъективное отображение), если a(b => f(a)( а(b). в) f – это  взаимно-однозначное соответствие (биекция), если f одновременно отображение "на" и вложение. (Неформально говоря, отображение на "накрывает" B целиком, а вложение – "не склеивает" элементы.)

Примеры. Ордината - это отображение на, строго монотонная функция – вложение, Точка – биекция.

Упр11. Какие из отображений из примеров являются а) отображениями на; б) вложениями; в) биекцими? 

Пред12. а) Композиция вложений – вложение; б) Композиция отображений на – отображение на; в) Композиция биекций – биекция.

Пред13. Пусть А – конечно, и f: A(B .

    а) f – вложение => |A|(|B|;

    б) f – отображение на => |A|(|B|;

    в) f – взаимно-однозначное соответствие => |A|=|B|.

Зад14. Две шайки гангстеров охотятся друг  за  другом.  Каждый  гангстер охотится ровно за одним противником, и за каждым гангстером охотится не более одного противника. Главарь одной из шаек обнаружил,  что  не  за  всеми противниками охотятся. Докажите, что обе шайки бесконечны.

Определение. Отображения f: A(B и g: B(A называются  взаимно-обратными, если f(g=IdB, g(f=IdA (пишут f=g–1, g=f–1). Отображение f –1 называется обратным к f. Отображение, у которого есть обратное, называется обратимым. 

Пример. Отображения Муж и Жена взаимно-обратны (в цивилизованных не мусульманских странах).

Упр15. Какие из следующих отображений обратимы:

а) Ордината; б) Tv; в) Точка; г) сопоставление арифметической прогрессии пары ее первых членов.

Зад16. f(x)=3x+2. Найдите f–1(x).

Пред17. Отображение f: A(B обратимо ( f – биекция.
Пред18. Если f и g ​– обратимы, то их композиция – тоже обратима и (f(g)–1=g–1(f-–1.

Для самостоятельного решения

Ото1. Докажите, что если f – отображение на и не склеивает элементы, то f обратимо.

Ото2. Сколькими способами в таблицу 1(10 можно вписать числа  от  1 до 10 так, чтобы рядом с каждым числом ( кроме 1) было число меньше  него?

Ото3. Найдите все линейные функции вида l(x)=ax+b, обратные к самим себе.

Ото4. Существует ли движение f: П(П такое, что f(f=f—1?

Ото5. Две шайки гангстеров охотятся друг за другом. Каждый гангстер охотится ровно за одним противником, и за каждым гангстером охотится не более одного противника. Главарь одной из шаек обнаружил, что не за всеми противниками охотятся. Докажите, что он может так переназначить цели с сохранением остальных условий, чтобы охотились за всеми противниками.

Счетность и равномощность
... о том, как комары, доносчики и гангстеры
 помогают сравнивать бесконечные множества.

Определение. Множества A и B равномощны, если между  ними  есть  взаимно-однозначное соответствие. 

Упр1. Если A и B равномощны и |A|=m, то |B|=m.

Упр2. Если A и B равномощны и B и C равномощны, то A и C тоже равномощны.

Пред3. В каждом подмножестве натуральных чисел есть наименьшее число. 

Определение. Множество A счетно, если оно  равномощно  множеству всех натуральных чисел N.

Зад4. В космической гостинице бесконечно много номеров, занумерованных натуральными числами. Сейчас в каждом номере живет по гостю.  

а) Приехал еще один гость. Можно ли переселить других гостей, чтобы освободился ровно один номер?

б) Рядом закрылась такая же гостиница, и бесконечно много гостей из нее хотят переселиться в нашу. Можем ли за счет переселения освободить нужное множество номеров?

Пред5. Множества N и Z равномощны.

Пред6. Бесконечное подмножество счетного множества – счетно.

Пред7. Объединение счетного числа конечных множеств не более чем счетно.

Зад8. а) Может ли король обойти бесконечную шахматную доску, побывав на каждом поле ровно по одному разу? б) Обозначим Z множество всех целых чисел. Существует ли взаимно-однозначное соответствие между N и Z(Z ?

Зад9. Докажите счетность множеств а) Nk (k - натурально);  б) Q (всех рациональных чисел); в) Cfin(N) – всех конечных подмножеств в N.

Зад10. а) Налетела бесконечная туча комаров. Докажите, что можно убить счетное множество комаров.

б) Налетело множество комаров. Часть Тима убил, но осталось равномощное множество. Докажите, что комаров бесконечно много. 

в) Налетела бесконечная туча комаров. Лев убил счетное множество и выложил в ряд. Как Льву установить биекцию между множеством всех комаров (живых и убитых) и подмножеством этого множества.

Пред11. а) В каждом бесконечном множестве есть счетное подмножество.


б) A – бесконечно <=> в A есть подмножество B(A, равномощное A.

Пред12. Прямая, отрезок, интервал и окружность – равномощны.

Зад13. В Тридевятом царстве каждое подмножество подданных считается тайным обществом. Царь Бюрократ приказал каждому подданному доносить на какое-нибудь одно тайное общество. Докажите, что есть тайное общество, на которое никто не доносит.

(Указание: назовем человека приличным, если он не  доносит на тайное общество, в котором состоит).

Определение. Обозначим С(A) множество всех подмножеств A, 2A -  множество всех отображений из {1,2} в A. Мощность С(N) называется континуум.
Определение. Мощность B больше мощности A, если A и B не равномощны и A равномощно подмножеству множества B.
Пред13. 
а) С(A) и 2A – равномощны.


б) Мощность 2A  больше чем мощность A.

Для самостоятельного решения

Сч1. Бесконечно много гангстеров охотятся друг на друга так, что каждый охотится не более чем за одним другим. Докажите, что можно выбрать из них бесконечную банду в которой никто ни за кем не охотится. 

Сч2. Какую наибольшую мощность может иметь система различных  подмножеств счетного множества так, чтобы а) любые два не пересекались; б)  любые два пересекались не более, чем по 10 элементам; в) любые  два  пересекались не более, чем по конечному множеству; г) среди любых двух одно было подмножеством другого?

Сч3. (Теорема Кантора-Бернштейна). Если можно вложить A в B, а B в A, то A и B – равномощны.

Сч4. а) A(A равномощно A. Докажите, что A бесконечно.

б) Мощность A – континуум. Докажите, что A(A равномощно A.

в) Докажите, что A – бесконечно <=> A(A равномощно A. 

Сч5**. Существует ли множество, чья мощность больше счетного, но меньше континуума?
Изоморфизм, или умение пройти по другому берегу

Упр1. Сколько решений может быть у системы уравнений
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при различных значениях параметров a, b, c, d, r, R?

Зад2. На столе лежат 9 карточек с числами от 1 до 9. Двое играющих по очереди берут по одной карточке. Выигрывает тот, кто первым после своего хода сможет выложить три карточки с суммой 15. Кто выигрывает при наилучшей игре сторон?

Зад3. Летучая ладья ходит как обычная, только не может пойти на соседнее поле. Найдите число замкнутых маршрутов летучей ладьи на доске  4(4, походящих по разу через каждое поле. 
Опр. На множестве задана определенная структура, если на нем зафиксирован набор функций, отношений и операций, специфичный для данной структуры. 

Примеры структур. 

а) Евклидова плоскость П: множество точек с заданным на нем расстоянием d:П(П(R. 

б) Игра: множество возможных позиций P с фиксированным подмножеством выигрышных позиций и отношением: из каких позиций в какие можно сходить (это можно задать как подмножество в P(P – почему?)  

в) Множество чисел G с некоторой операцией.

Опр. Две структуры изоморфны, если между ними есть взаимно-однозначное соответствие (биекция), сохраняющее структуру. 

Пример. Векторы на плоскости изоморфны парам чисел с покоординатным сложением и умножением на числа.

Вопрос. Что такое изоморфизм множеств? Изоморфизм графов?

Упр4. Докажите, что 
а) группа самосовмещений правильного треугольника изоморфна группе перестановок на множестве из трех элементов.

б) Целые степени двойки по умножению изоморфны неотрицательным целым числам по сложению

в) Действительные числа по сложению изоморфны положительным числам по умножению.

Зад5. При каком n граф диагоналей выпуклого n-угольника изоморфен графу его сторон?

Зад6. Докажите, что

а) Группа поворотов вокруг точки на углы, кратные 60( изоморфна остаткам по модулю 6 по сложению и изоморфна ненулевым остаткам по модулю 7 по умножению. 

б*) группа самосовмещений куба изоморфна группе перестановок на множестве из четырех элементов

Зад7. а) Может ли сумма 10 различных дробей вида 1/n быть равной 1?

б) Существует ли число, представимое как сумма 10 различных собственных делителей?

Зад8. Найдутся ли среди дробей 2008/2009, 2009/2010, 2010/2011, … две пары дробей с одинаковой суммой?

Зад9. а) Две шайки гангстеров охотятся друг за другом. Каждый гангстер охотится ровно за одним противником, и за каждым гангстером охотится не более одного противника. Главарь одной из шаек обнаружил, что не за всеми противниками охотятся. Докажите, что он может так переназначить цели с сохранением остальных условий, чтобы охотились за всеми противниками.

б) То же, но если гангстеры дружат, то и те, за кем они охотятся, тоже дружат. Верно ли, что можно переназначить цели с сохранением еще и этого условия?  

Зад10. Граф A изоморфен подграфу графа B, а граф B изоморфен подграфу графа A. Верно ли, что графы изоморфны? 

Теорема 11. Если множество A  равномощно подмножеству множества B, а B равномощно подмножетву A, то A и B равномощны.
Для самостоятельного решения

Изо1. Докажите неравенство
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Изо2. На доске выписаны числа 1, 
[image: image35.wmf]1
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, 
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, .…, 
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. За одну операцию пара выбранных чисел a и b заменяется на ab+a+b. После 99 операций осталось одно число. Какое?

Изо3. По прямой в одном направлении на некотором расстоянии друг от друга движутся 5 одинаковых шариков, а навстречу им движутся 5 других таких же шариков. Скорости всех шариков одинаковы. При столкновении любых двух шариков они разлетаются в противоположные стороны с той же скоростью, с какой двигались до столкновения. Сколько всего столкновений произойдет между шариками?

Изо4. На координатной плоскости нарисованы 4 графика функций вида y=x2+ax+b, где a, b – числовые коэффициенты. Известно, что есть 4 точки пересечения, причем в каждой пересекаются ровно два графика. Докажите, что сумма наибольшей и наименьшей из абсцисс точек пересечения равна сумме двух других абсцисс.

Векторы

Упр  Упростите выражение: а)
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1.
AM – медиана треугольника ABC. Докажите, что 
[image: image40.wmf]2
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2.
Точка M делит отрезок ВС в отношении x:y, считая от точки В. Докажите, что для любой точки О на плоскости верно равенство 
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x

OC

x

OB

y

OM

+

+

=

.

3.
Дан четырехугольник ABCD. Точки M и N – середины сторон BC и AD соответственно. Докажите, что 
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4.
Пусть М – точка пересечения медиан треугольника АВС. Докажите, что для любой точки О на плоскости верно равенство 
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5.
Докажите, что если вектора 
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 и 
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 перпендикулярны, то 
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6.
Докажите, что на сторонах и диагоналях многоугольника с нечетным числом сторон можно расставить стрелки так, чтобы сумма всех полученных векторов была равна нулю. В

7.
Докажите, что если сумма n неколлинеарных векторов равна 0, то из них можно составить выпуклый n-угольник.

8.
На сторонах пятиугольника AB, BC, CD, DE отметили середины сторон K, L, M, N соответственно. P и Q – середины отрезков KM и LN. Докажите что PQ||AE и найдите, во сколько раз отрезок AE больше отрезка PQ.

9.
На сторонах многоугольника, вписанного в окружность диаметра 1, расставлены стрелки. Докажите, что длина суммы полученных векторов не превосходит 2.

10.
Дано 2n векторов на плоскости, двое по очереди берут себе по одному вектору. Выигрывает тот, у кого длина суммы его векторов будет больше. Кто выиграет при правильной игре, начинающий или его противник?

11.
На плоскости есть 2009 векторов, среди которых есть неколлинеарные. Сумма любых 2008 векторов коллинеарна с невключенным в эту сумму вектором. Докажите, что сумма всех векторов равна 0.

12.
Дан многоугольник A1A2…An. Пусть B1, B2, …, Bn – середины сторон A1A2, A2A3,…, AnA1 соответственно. Из этих точек построены во внешнюю сторону вектора 
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 перпендикулярные соответственным сторонам многоугольника и равные им по длине. Доказать, что сумма этих векторов равна 0.

Для самостоятельного решения

Ве1.
На стороне АВ треугольника АВС отметили такую точку M, что AM = 2MB, на стороне ВС – такую точку N, что BN = 3NC, на стороне CA – её середину P. Затем треугольник стёрли, оставив только три отмеченные точки. Как восстановить треугольник?
Ве2.
Дан треугольник площади 1. Докажите, что из его медиан можно составить треугольник и найдите его площадь.

Ве3.
Пусть O ― центр описанной окружности, а H ― ортоцентр треугольника ABC. Докажите, что 
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Геометрия масс

Определение. Материальная точка 
[image: image51.wmf]mA

 – это точка 
[image: image52.wmf]A

 вместе с размещенной в ней массой m.

Определение. Центром масс материальных точек m1A1, ..., mnAn называется материальная точка mZ, для которой 
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При решении задач будем считать, что сумма всех масс не равна нулю.

Свойства центра масс

1. Правило рычага: для двух материальных точек 
[image: image55.wmf]1

1

A

m

 и 
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 их центр масс – это материальная точка 
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, где 
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 – такая точка отрезка А1А2, для которой 
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2. Основная теорема. Если Z – центр масс системы материальных точек m1M1,…,mnMn, причем m1+…+mn≠0 то для дюбой точки О выполняется равенство 
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. Обратно, если хотя бы для одной точки О выполнено это равенство, то Z – центр масс системы.
3. Центр масс системы материальных точек существует и единственный.

4. Правило группировки. Если часть точек системы заменить их центром масс, то центр масс системы не изменится.

5. Положение центра масс системы точек не изменится, если все массы увеличить в одно и то же число раз (а масса центра увеличится в такое же число раз).
Упражнения

6. Три медианы треугольника пересекаются в одной точке и делятся этой точкой в отношении 2:1, считая от вершины.

7. Теорема о пропорциональном делении. В треугольнике АВС точка А1 делит сторону ВС в отношении p:q, считая от вершины В, точка С1 делит сторону АВ в отношении m:n, считая от вершины А. Пусть К – точка пересечения АА1 и СС1. Тогда 
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Задачи

8. Пусть P – середина медианы АМ треугольника АВС. Прямая ВР пересекает АС в точке Е. Найти, в каком отношении отрезок АС делится точкой Е.

9. Какие массы нужно расположить в трех вершинах параллелограмма, чтобы их центр масс оказался в четвертой вершине?

10. Пусть АВСD – выпуклый четырехугольник, K, L, M, N – середины сторон AB, BC, CD, DA соответственно. Докажите, что точка пересечения отрезков KM и LN делит эти отрезки пополам, а также делит пополам отрезок, соединяющий середины диагоналей AC и BD.

Определение. Чевианой называется отрезок, соединяющий вершину треугольника с точкой на противолежащей стороне. 

11. Теорема Чевы. На сторонах AB, BC и AC треугольника ABC взяты точки C1 , A1 и B1  соответственно. Докажите, что чевианы AA1, BB1, CC1 пересекаются в одной точке тогда и только тогда, когда 
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12. Точка Жергонна. Пусть вписанная в треугольник окружность касается сторон BC, CA, AB в точках А1, В1, С1 соответственно. Докажите, что чевианы AA1, BB1, CC1 пересекаются в одной точке.
Для самостоятельного решения

Мас1. Теорема Ван-Обеля. Чевианы AA1 , BB1 и CC1  треугольника ABC  пересекаются в одной точке K. Докажите, что AK/KA1 =AB1/B1C + AC1/C1B.

Мас2. Теорема Менелая. На сторонах AB, BC и продолжении стороны AC за точку С треугольника ABC взяты точки C1 , A1 и B1  соответственно. Докажите, что A1, B1, C1 лежат на одной прямой тогда и только тогда, когда 
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Мас3. На окружности дано n точек одинаковой массы. Через центр масс любых n-2 точек проводится прямая, перпендикулярная хорде, соединяющей 2 оставшиеся точки. Докажите, что все такие прямые пересекаются в 1 точке.
Поворот

Определение. Преобразованием плоскости называют отображение плоскости на себя, при котором каждая точка плоскости A переходит в некоторую точку A1. Точка A1 называется образом точки A, а точка A - прообразом точки A1.

Определение. Движением называется такое преобразование плоскости, при котором для любых двух точек A и B ресстояние между ними равно расстоянию между их образами (т.е. AB=A1B1).

Определение. Поворотом вокруг точки О на угол 
[image: image64.wmf]j

 называется преобразование плоскости, переводящее каждую точку А в такую точку А1, что ОА = ОА1 и угол между лучами ОА и ОА1 (т.е. угол, отсчитываемый против часовой стрелки от луча ОА к лучу ОА1) равен (, 0 ≤ 
[image: image65.wmf]j

 ≤ 3600.
Упражнения

1. Докажите, что поворот является движением.

2. Докажите, что при повороте прямая переходит в прямую, окружность – в окружность.

3. Докажите, что если прямая а при повороте на угол 
[image: image66.wmf]j

 переходит в прямую а1, то один из углов между а и а1 равен 
[image: image67.wmf]j

 при 0 ≤ 
[image: image68.wmf]j

 < 180o и 
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 – 180o при 180 ≤ 
[image: image70.wmf]j

 < 360o.

4. Докажите, что композиция (последовательное выполнение) поворотов вокруг точки О на углы 
[image: image71.wmf]a

 и 
[image: image72.wmf]b

 есть поворот вокруг О на угол 
[image: image73.wmf]b
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 (или 
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 – 360о).

5. Найдите преобразование, обратное к повороту вокруг точки О на угол 
[image: image75.wmf]j

.

Задачи

6. Пусть М и К – середины сторон СD и DE правильного шестиугольника ABCDEF. Найдите угол между прямыми АМ и ВК.

7. Каждую вершину правильного семиугольника соединили с серединой стороны, следующей по часовой стрелке за той, которой принадлежит вершина. Докажите, что если провести разрезы по всем полученным отрезкам, то оставшаяся часть семиугольника будет снова правильным семиугольником.

8. На отрезке АЕ по одну сторону от него построены равносторонние треугольники  АВС и СDЕ  a) Найдите угол между прямыми AD и BE b) Докажите, что AD=BE.

9. На дуге ВС окружности, описанной около равностороннего треугольника АВС, взята произвольная точка М. Докажите, что АМ = ВМ + СМ.

10. Дан параллелограмм ABCD и произвольная точка M. Через вершины A,B,C,D проведены прямые, параллельные соответственно прямым  MC, MD, MA, MB. Доказать, что построенные прямые пересекаются в одной точке.

11. На сторонах CB и CD квадрата ABCD взяты точки M и K так, что периметр треугольника CMK  равен удвоенной стороне квадрата. Найдите величину угла MAK.

12. Точка Торричелли. а) В треугольнике АВС все углы меньше 120o. Найдите такую точку М, чтобы сумма расстояний АМ+ВМ+СМ была минимальна. б) Решите ту же задачу, если угол ВАС больше 120o.
Для самостоятельного решения

Пов1. В ромбе ABCD  угол B равен 60o. На сторонах BC и CD выбраны точки M и N так, что CM+CN=AB. Докажите, что треугольник AMN –  правильный.

Пов2. Внутри выпуклого четырёхугольника ABCD взята точка M так, что BM=AM и CM=DM. Стороны AB и CD этого четырёхугольника видны из точки M под углом 90 градусов. Найти площадь четырёхугольника ABCD, если BD=х.

Пов3. На плоскости даны три параллельные прямые. Построить с помощью циркуля и линейки правильный треугольник так, чтобы его вершины лежали на этих прямых.
Различные виды движений

Определение. Параллельный перенос на вектор 
[image: image76.wmf]a

 – преобразование плоскости, при котором каждой точке A сопоставляетсся точка А1 такая, что вектор 
[image: image77.wmf]1

АА

 равен 
[image: image78.wmf]a

.

Определение. Осевая симметрия относительно прямой l – преобразование плоскости, при котором каждой точке плоскости А сопоставляется симметричная ей относительно прямой l точка А1.

Определение. Центральной симметрией относительно точки О называется преобразование плоскости, при котором каждой точке А сопоставляется точка А1, симметричная А относительно точки О (т.е. 
[image: image79.wmf]1

ОА

АО

=

).

Упражнения.

1. Докажите, что все вышеперечисленные преобразования являются движениями.

2. Поворотом на какой угол является центральная симметрия?

3. Докажите, что эти движения переводят прямые в прямые, окружности в окружности.

4. Докажите, что эти движения сохраняют углы.

5. Найдите обратные к этим движениям преобразования.

6. Найдите все неподвижные точки этих движений.

Задачи.

7. Докажите, что никакая ограниченная фигура не может иметь двух центров симметрии.

8. Докажите, что если у фигуры ровно две оси симметрии, то они пересекаются под прямым углом.

9. [image: image1.jpg]1\'\;'57
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Точки A, B, C лежат на одной прямой. Точка M не принадлежит этой прямой. Доказать, что окружности с диаметрами MA, MB, MC имеют еще одну общую точку.

10. Две окружности радиуса R касаются в точке K. На одной из них взята точка A, на другой — точка B, причем (AKB=90(. Докажите, что AB=2R.

11. На сторонах квадрата ABCD со стороной 1 взяты точки P, Q, M, N такие, что AP + AN + CQ + CM = 2 (см. рис.). Докажите, что отрезок РМ перпендикулярен отрезку QN.

12. У пятиугольника отметили все середины сторон, а потом все, кроме них, стерли. Восстановите пятиугольник.

13. Некоторая окружность пересекает стороны АВ, ВС и АС треугольника АВС в двух разных точках (отличных от вершин). На каждой стороне одну из точек покрасили в синий цвет, другую – в красный. Оказалось, что перпендикуляры, восстановленные в синих точках, пересекаются в одной точке. Докажите, что перпендикуляры, восстановленные в красных точках, пересекаются в одной точке.

Для самостоятельного решения

14. Дана прямая l и точки А и В по разные стороны от этой прямой. Найдите на прямой l такую точку М, чтобы эта прямая являлась биссектрисой угла АМВ.

15. Дан прямоугольник ABCD, и во внешнюю сторону построен треугольник ABE. Докажите, что точка пересечения перпендикуляров, опущенных соответственно из точек C и D на AE и BE лежит на прямой, содержащей высоту треугольника ABE, опущенную из вершины E.

16. На гипотенузе АВ равнобедренного прямоугольного треугольника АВС взяты точки М и N (N – между М и В) так, что (MCN = 45(. Докажите, что AM2 + NB2 = МN2.

17. Точку О назовем «почти центром симметрии» фигуры F, если из F можно выбросить одну точку так, чтобы точка О была центром симметрии оставшейся части. Сколько «почти центров симметрии» может иметь фигура, состоящая а) из пяти точек, лежащих на одной прямой? б) из конечного числа точек плоскости?

Композиция движений

Определение. Композицией движений f и g называется отображение 
[image: image80.wmf]f

g

o

, т.е. результат последовательного применения движений f и g.

Определение. Скользящая симметрия – движение, задающееся некоторой прямой l и ненулевым вектором 
[image: image81.wmf]а

, параллельным этой прямой, которое является композицией 
[image: image82.wmf]l
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Определение. Тождественное преобразование – отображение плоскости на себя, сохраняющее все точки на месте.

Упражнения

1. a)
Композиция любых двух движений является движением.


б)
Скользящая симметрия – движение.

2. Какое движение является композицией


а)
двух параллельных переносов на вектора 
[image: image83.wmf]a

 и 
[image: image84.wmf]b

?


б)
двух осевых симметрий относительно параллельных прямых l1 и l2?


в)
осевой симметрии относительно прямой l и параллельного переноса на вектор 
[image: image85.wmf]a

?

3. а)
Докажите, что поворот на угол α является композицией двух осевых симметрий относительно прямых, пересекающихся в центре поворота под углом α/2.

б)
Пусть a, b, c  – некоторые прямые. Найдите 
[image: image86.wmf])
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в)
Докажите, что композиция двух поворотов – поворот или параллельный перенос.

г)
Как найти центр поворота (вектор переноса) в предыдущем пункте?

Композиция движений
4. Заполните табличку, вписывая все возможные результаты композиции 
[image: image87.wmf]g
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Задачи

5. На плоскости даны 5 точек, лежащие в вершинах выпуклого пятиугольника. Построить пятиугольник, для которого эти точки будут серединами сторон.

6. На сторонах произвольного треугольника ABC построили вершинами наружу равнобедренные треугольники ABC’, BCA’, CAB’ с углами при вершинах A’, B’, C’, равными 
[image: image88.wmf]g
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 соответственно, а потом все, кроме точек A’, B’, C’, стерли. Восстановите треугольник ABC.

7. На сторонах параллелограмма внешним образом построены квадраты. Доказать, что их центры образуют квадрат.

8. Даны треугольник АВС и точка М. Точка М1 симметрична точке М относительно середины АВ, точка М2 симметрична точке М1 относительно середины ВС, точка М3 симметрична точке М2 относительно середины АС. Докажите, что точка М3 симметрична точке М относительно вершины А.

9. На сторонах произвольного выпуклого четырёхугольника внешним образом построены квадраты с центрами А, В, С и Е соответственно. На отрезках АВ и СЕ внутренним образом построены равнобедренные прямоугольные прямоугольники. Доказать, что вершины их прямых углов совпадают.

10. Теорема Наполеона. На сторонах треугольника вне его построены правильные треугольники. Докажите, что их центры – вершины правильного треугольника.
Для самостоятельного решения

КД1. К сторонам четырехугольника провели серединные перпендикуляры. Затем всё, кроме перпендикуляров, стерли. Восстановите четырехугольник.
КД2. На сторонах СА и СВ треугольника АВС вне его построены квадраты CAMN и CBPQ с центрами O1 и О2. Точки D и F – середины отрезков МР и NQ соответственно. Докажите, что треугольник а)O1О2F   б)ABD – прямоугольный и равнобедренный.
Классификация движений
Теорема Шаля. Всякое движение плоскости есть композиция не более чем трех осевых симметрий.

a) Докажите, что если движение оставляет неподвижными три точки, не лежащие на одной прямой, то оно является тождественным преобразованием.

b) Докажите, что если два движения одинаково действуют на трех точках, не лежащих на одной прямой, то они совпадают.

c) Доказать, что для любых двух точек плоскости существует осевая симметрия, переводящая одну из них в другую.

d) Доказать, что для любых двух отрезков равной длины AB и CD существует композиция не более чем двух осевых симметрий переводящих точку A в точку C, а точку B в точку D.

e) На плоскости даны равные треугольники ABC и A1B1C1 . Доказать, что композицией не более чем трех осевых симметрий можно перевести точку A в точку A1, точку B в точку B1, точку C в точку C1.

f) Докажите Теорему Шаля.

Классификация движений

1. Докажите, что композиция двух осевых симметрий является поворотом или параллельным переносом.

2. На плоскости даны три прямые l, m, n. Каким движением является композиция Sl◦Sm◦Sn, если:

a) прямые l, m, n проходят через одну точку;

b) прямые l, m, n параллельны;

c) прямые l и m параллельны, а n их пересекает;

d) l, m, n – прямые общего положения;

e) l и n параллельны, а m их пересекает.

Теорема. Докажите, что всякое движение плоскости является параллельным переносом, поворотом, симметрией или скользящей симметрией.

3. Заполните табличку композиций движений из предыдущего листочка.

4. На плоскости сидят три кузнечика. Каждую секунду один из кузнечиков прыгает в точку, симметричную относительно середины отрезка, соединяющего двух других кузнечиков. Могут ли все три кузнечика вернуться в исходное положение через 2009 прыжков?

5. На плоскости даны два противоположно ориентированных равных треугольника ABC и A’B’C’. Докажите, что середины отрезков AA’, BB’, CC’ лежат на одной прямой.

6. Даны 2 точки. Докажите, что оси всех скользящих симметрий, отображающих одну из них в другую, пересекаются в одной точке.

7. На плоскости даны два равных квадрата ABCD и A1B1C1D1. Докажите, что середины отрезков AA1, BB1, CC1, DD1 лежат на одной прямой или образуют вершины квадрата.

Гомотетия
Определение. Гомотетией с центром O и коэффициентом k называется такое преобразование плоскости, что образ A’ произвольной точки A удовлетворяет соотношению 
[image: image89.wmf]'
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Упражнения

1. При гомотетии все расстояния между точками изменяются в |k| раз.

2. При гомотетии прямая переходит в параллельную ей прямую, окружность в окружность.

3. Гомотетия сохраняет углы.

4. Найти все неподвижные точки при гомотетии с k≠1.

5. Найти обратное преобразование к гомотетии с k≠0.

6. Композицией двух гомотетий с общим центром и коэффициентами k1 и k2 является гомотетия с коэффициентом k1k2 и тем же центром.

Задачи

7. На окружности даны точки A и B. Найдите геометрическое место точек пересечения медиан треугольника ABC, если точка C находится на данной дуге AB.

8. Внутри угла отмечена точка. Постройте окружность, проходящую через заданную точку и касающуюся сторон данного угла.

9. В данный остроугольный треугольник впишите прямоугольник с отношением сторон 2:1, одна длинная сторона которого лежит на данной стороне треугольника, а концы другой длинной стороны — на двух других сторонах треугольника.

10. Две окружности касаются внутренним образом в точке A. Хорда ВС большей окружности касается меньшей в точке D. Докажите, что АD — биссектриса угла ВАС.

11. а) есть 2 параллельных неравных отрезка. Найдите все гомотетии, переводящие один в другой.


б) есть 2 неравные неконцентрические окружности. Вопрос тот же, что и в пункте а).

12. Теорема о четырех точках трапеции. Докажите, что середины оснований трапеции, точка пересечения диагоналей и точка пересечения прямых, содержащих боковые стороны трапеции, лежат на одной прямой.
13. Прямая Эйлера. Докажите, что в треугольнике ортоцентр Н, центр масс М и центр описанной окружности О лежат на одной прямой, причем отрезок ОН делится точкой М в отношении 1:2, считая от точки О.
14. Окружность девяти точек. Докажите, что во всяком треугольнике основания высот, середины сторон и середины отрезков, соединяющих ортоцентр с вершинами треугольника лежат на одной окружности. Найдите центр и радиус этой окружности.
15. а) Некоторое преобразование плоскости любой вектор 
[image: image91.wmf]а

 переводит в вектор 
[image: image92.wmf]а

k

 при фиксированном k. Докажите, что если k≠1, то это гомотетия.


б) Пусть О1 и О2 – две точки. Найдите неподвижные точки композиции 
[image: image93.wmf]1
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 (k1k2≠1), лежащие на прямой О1О2.


в) Докажите, что 
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 - гомотетия, найдите ее центр и коэффициент.


г) Докажите, что если k1k2=1, то эта композиция – параллельный перенос.

16. (Мас3) На окружности дано n точек одинаковой массы. Через центр масс любых n-2 точек проводится прямая, перпендикулярная хорде, соединяющей 2 оставшиеся точки. Докажите, что все такие прямые пересекаются в 1 точке.

17. Три окружности одинаковых радиусов вписаны в углы А, В, С треугольника АВС. Четвёртая окружность касается внешним образом всех этих трёх окружностей. Доказать, что её центр лежит на прямой, проходящей через центры вписанной и описанной окружностей треугольника АВС.

Для самостоятельного решения

Го1. Окружность касается равных сторон АВ и ВС равнобедренного треугольника АВС в точках Р и К, а также касается внутренним образом описанной окружности треугольника АВС. Докажите. что середина отрезка РК является центром вписанной окружности треугольника АВС. 
Го2. Задача о трех колпаках. На плоскости даны три окружности разных радиусов, ни одна из которых не лежит внутри другой. Для каждой пары окружностей отметили точку пересечения их общих внешних касательных. Докажите, что три полученные точки лежат на одной прямой.

Го3. Пусть I – центр вписанной окружности треугольника АВС, D – точка касания ее со стороной АС, В1– середина стороны АС. Докажите, что прямая В1I делит отрезок BD пополам
Неравенства. Метод Штурма
1. Заменим в произведении 100х101х102х...х200 все числа на 150. Увеличится или уменьшится произведение? Тот же вопрос для суммы.

2. Увеличится или уменьшится сумма 
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, если все слагаемые в ней заменить на 
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3. а) Пусть 
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б) Пусть 
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4. Неравенство Коши. Докажите, что 
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5. Пусть сумма двух положительных чисел a и b фиксирована. Как изменяются следующие выражения при «сближении» a и b?


а) 
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6. Неравенства средних. Докажите неравенство для 
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7. Среднее степенное. Докажите неравество для 
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Докажите следующие неравенства:

8. 
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12. а)
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 при a1, a2, ... , an>1.

б) Докажите неравенство с противоположным знаком при 0<a1, a2, ... , an<1
Для самостоятельного решения

Шту1. 
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Шту3. 
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Классические неравенства

1. а) В трех конвертах лежат купюры достоинством: в первом – 10 рублей, во втором – 50 рублей, в третьем – 100 рублей. Разрешается взять из любого конверта 1 купюру, из любого другого 2 купюры, из последнего – 5 купюр. Как получить максимальную сумму денег?


б) Оказалось, что на купюрах указано не количество рублей, а количество причитающихся владельцу подзатыльников. Как получить наименьшее количество подзатыльников?

2. Пусть 
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3. а) Пусть (a1, a2, … , an) – некоторая перестановка чисел y1, y2, …, yn. Докажите, что ее можно представить в виде композиции не более, чем n-1 транспозиций.

б) Транснеравенство. Пусть 
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4. Пусть a, b, c – натуральны. Докажите, что 
[image: image143.wmf]a
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5. Пусть все xi > 0 Докажите, что 
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6. Пусть 
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7. а)Неравенство Чебышева. Пусть 
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б) 
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8. Пусть a, b, c > 0. Докажите, что 
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9. Пусть a>b>c. Докажите, что 
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10. Неравенство Коши-Буняковского-Шварца. Докажите неравенство
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11. Удобное следствие. Пусть 
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(Указание: придумайте замену, сводящую это неравенство к КБШ)

12. Пусть 
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13. Пусть 
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14. Докажите, что 
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15. Пусть 
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16. Докажите неравенство 
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Для самостоятельного решения

Нер1. 
[image: image166.wmf]1

)

1

(

1

)

1

(

1

)

1

(

+

+

+

+

+

+

+

+

³

+

+

c

a

c

b

c

b

a

b

a

c

b

a

, при
[image: image167.wmf]0

,

,

>

c

b

a


Нер2. 
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, где {an} – произвольная последовательность различных натуральных чисел.

Нер3. 
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Нер4. 
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Нер5. 
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Прогрессии и реккуренты

Говорят, что задана последовательность чисел a1, a2,…, an, …, если по каждому номеру n можно определить  число an.

Способы задания последовательности: 

I. Аналитический: формула общего члена

II. Рекуррентный: следующий член выражается через один или несколько предыдущих.

III. Конструктивно-алгоритмический: указан способ, как за конечное число действий найти любой член последовательности.

IV. Неконструктивно-описательный.

Примеры:


an+1=an+d – арифметическая прогрессия (d – ее разность)


bn+1=qbn – геометрическая прогрессия (q – знаменатель)


f1=f2=1, fn+2=fn+fn+1– числа Фибоначчи

1. Запишите явную формулу для n-го члена арифметической и геометрической прогрессий.

Пусть Sn – сумма n первых членов последовательности.

2. Запишите для арифметической и геометрической прогрессий а) рекуррентную  б) явную формулу для последовательности Sn.

3. Каким из способов заданы следующие последовательности: 
а) последовательности из примеров выше; 
б) kn – количество чисел меньших n в десятичной записи которых есть единица.
в) 
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г) наибольшее число частей, на которые могут разбить плоскость n прямых. 

4. а) Последовательность задана общей формулой 
[image: image177.wmf]n
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. Sn - это сумма n первых членов последовательности an. Напишите рекуррентную формулу для последовательности Sn.

5. а) Сумма первых n членов последовательности задана формулой Sn = n2. Найдите ak.
б) То же для последовательности с Sn = n3
в)* То же для последовательности с Sn = n3+2n2.

6. a) Последовательность задана общей формулой an=n2. Найдите явную формулу для Sn 
б) Найдите явную формулу для суммы 1+4+9+...+n2. 

7. Известно, что бесконечная последовательность задана формулой и известно, что 
a4 – a3 = a3 – a2 = a2 – a1. Верно ли, что an – an–1= a2 – a1?

8. Конечная арифметическая прогрессия состоит из целых чисел, и ее сумма - степень двойки. Докажите, что количество членов прогрессии – тоже степень двойки.

9. Функция задана соотношениями f(k,n)=f(k-1,f(k,n-1)), f(0,n)=n+2, f(k,1)=2 при k>0
а) Найдите явные формулы для f(1,n), f(2,n), f(3,n);
б) Покажите, что f(k,n) однозначно определено при натуральных k и n;
в)* что больше f(5,5) или 1000!1000!

10. Сколькими способами из шашечной доски 10(10 можно вырезать квадрат, разрезая по границам клеток?

Для самостоятельного решения

Пос1. Существует ли такое N и такие N–1 бесконечных арифметических прогрессий с разностями 2, 3, 4, ..., N, что каждое натуральное число принадлежит хотя бы одной из этих прогрессий?

Пос2. Существует ли возрастающая арифметическая прогрессия а) из 11, б) из бесконечного числа натуральных чисел, такая что последовательность сумм цифр её членов – также возрастающая арифметическая прогрессия?
Периодичность и непереодичность
Зад1. Найдите последнюю цифру числа 
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Определение. Последовательность 
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для всех n. Может случиться, что правило не действует для нескольких первых членов, начиная действовать с n=k. Тогда начало последовательности
[image: image181.wmf]
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 называется предпериодом.

Предл2. Сумма (разность, произведение, частное) двух периодических числовых последовательностей – периодическая последовательность.

Упр3. Может ли сумма двух последовательностей с предпериодами быть периодической последовательностью без предпериода?

Зад4. Юля родилась не 29 февраля и признает только Юлианский календарь. Докажите, что последователльность дней недели, в которые у нее день рождения – периодична. Какова длина периода?

Зад5. а) Последовательность периодична с периодом 7. В ней оставлены только 1-й, 10-й, 100-й, 1000-й и т.д. члены. Докажите, что полученная последовательность – периодична. b) То же – для произвольной периодической последовательности с периодом любой длины.

Зад6. Какой наименьший период может быть у суммы последовательностей с наименьшими периодами 4 и 12?

Теорема 7. Действительное число r раскладывается в периодическую десятичную дробь тогда и только тогда, когда r – рационально.
След8. Сумма двух периодических десятичных дробей – периодическая дробь.

Зад9. Докажите, что бесконечная десятичная дробь 0,123456789101112... – иррациональное число.

Зад10. Какой наименьший период может быть у суммы десятичных дробей с наименьшими периодами 4 и 12?

Зад11. Конечная последовательность из N членов непостоянна и периодична с периодами 13 и 14. Каково наибольшее значение N?
Зад12. Незнайка составил программу для компьютера с ограниченной внешней памятью, которая печатает по 100 цифр каждую секунду. Незнайка утверждает, что если компьютеру позволить работать бесконечно долго, то он напечатает в точности десятичную запись числа 
[image: image183.wmf]2

. Прав ли он?

Принцип зацикливания. Если система может находиться лишь в конечном числе состояний, и каждое следующее состояние зависит лишь от фиксированного числа предшествующих состояний, она с некоторого момента зациклится. 

Упр13. Докажите, что последовательность последних двух цифр чисел Фибоначчи – периодична и длина ее периода не более 10000. 

Зад14. Последовательность натуральных чисел задана рекуррентным соотношением 
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, (где s(x) – сумма цифр числа x). Докажите, что эта последовательность периодична.

Для самостоятельного решения

Пер1. Конечная последовательность из N членов непостоянна и периодична с периодами p и q (где p и q – взаимно просты). Каково наибольшее значение N?

Пер2. В числе  a = 0,12457... n-я цифра после запятой равна первой цифре перед запятой (то есть слева от запятой) в числе 
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. Докажите, что a – иррациональное число.

Пер3. Последовательность задана рекуррентным соотношением 
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. Докажите, что последовательность периодична ( число x1 рационально.

Пер4. Бесконечная последовательность Морса нулей и единиц 0110100110010110… строится так: сперва 0, затем на каждом шаге к уже написанному куску приписывается кусок такой же длины, полученный заменой 0 на 1 и наоборот. Периодична ли эта последовательность?

Последовательности и итерации

1. а) Придумайте такую формулу для f(x), чтобы f(1)=f(2)=f(3)=f(4)=0, но f(5)(0. 

б) Известно, что бесконечная последовательность задана формулой и известно, что a4 – a3 = a3 – a2 = a2 – a1. Верно ли, что an – an–1= a2 – a1?

2. Для каждой пары целых чисел (k, n), где k(0, n>0, задано число f(k,n). В частности, f(0,n)=n+2 для всех n, f(k,1)=2 при всех k>0, и выполнено рекуррентное соотношение f(k,n) = f(k–1, f(k, n–1)) при k>1, n>0. 



а) Найдите явные формулы для последовательностей f(1,n), f(2,n), f(3,n);


б) Покажите, что f(k,n) однозначно определено при натуральных k и n;


в)* что больше f(5,5) или 1000!1000!
3. Два бога по очереди выписывают цифры бесконечной десятичной дроби. Первый своим ходом приписывает в хвост любое конечное число цифр, второй – одну. Если в итоге получится чисто периодическая дробь,  выигрывает первый, иначе – второй. Кто выиграет при наилучшей игре сторон? 

4. Можно ли переставить числа натурального ряда в другом порядке так, чтобы сумма любых первых k  чисел делилась на k?

5. На окружности длины 10 есть яма шириной 0,01. Блоха прыгает по окружности, каждый раз смещаясь по часовой стрелке на дугу длины
[image: image188.wmf]2

. Докажите, что блоха рано или поздно попадет в яму.

Для самостоятельного решения

ПИ1. Можно ли переставить числа натурального ряда в другом порядке так, чтобы сумма любых первых k  чисел делилась на k+1-й член?

ПИ2. Существует ли возрастающая геометрическая прогрессия b1, b2, ..., bn, .... такая, что последовательность ее дробных частей  {b1}, {b2}, ..., {bn}, .... является убывающей геометрической прогрессией?

ПИ3. Два бога по очереди выписывают цифры бесконечной десятичной дроби. Первый своим ходом приписывает в хвост любое конечное число цифр, второй – одну. Если в итоге получится периодическая дробь (возможно с предпериодом),  выигрывает первый, иначе – второй. Кто выиграет при наилучшей игре сторон? 

ПИ4. Последовательность задана рекуррентной формулой xn+1=[xn]{xn}.

а) Докажите, что если  x1>0, то начиная с некоторого места все члены равны 0.

б) Докажите, что |[xn+1]|(|[xn]|

в) Докажите, что если  –1<x1<0, то последовательность периодична с периодом длины 2.

г) Решите уравнение x=[x]{x}.

д) Как ведет себя расстояние от xn до ближайшего решения уравнения из (г)? 

е) Докажите, что последовательность периодична.

Группы подстановок

1. У фигуры есть ровно две оси симметрии. Докажите, что они перпендикулярны.

Определение. Самосовмещением фигуры F назовем движение плоскости, переводящее каждую точку фигуры F в ту же или другую точку F. 

2. Сколько самосовмещений у: а) прямоугольного равнобедренного треугольника; б) правильного треугольника; в) ромба; г) квадрата?

3. Докажите, что композиция самосовмещений фигуры Ф и обратное движение тоже самосовмещение Ф. 

4. Найдите фигуру, у которой ровно а) 7 самосовмещений б) 10 самосовмещений.

Очевидно, что самосовмещение многоугольника задает биекцию на множестве его вершин и, наоборот, зная, куда перейдут вершины, мы знаем и образы остальных точек. Такую биекцию можно записывать в два ряда, указывая под каждой вершиной ее образ. Например, симметрия правильного треугольника ABC относительно биссектрисы угла A запишется 
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5. Запишите так поворот 6-угольника на 60(, симметрию его относительно диагонали и их композицию.

6. Выпишите в таком виде все самосовмещения правильного треугольника и составьте их «таблицу умножения».  

Определение. Подстановкой на конечном множестве назовем его биекцию. Группа подстановок Sm – все подстановки множества {1, 2, …, m}. 

Очевидно, что в него входит тождественная подстановка, вместе с каждой подстановкой входит обратная к ней, и вместе с каждой парой подстановок их композиция. Обычно композицию называют просто умножением и говорят о произведении подстановок.

7. Сколько всего подстановок в Sm?

8. Составьте таблицу умножения для S3.

9. Двадцать школьников решали 20 задач. Известно, что каждую из задач решили 2 школьника и каждый школьник решил по две задачи. Доказать, что можно так организовать разбор задач, что каждый школьник расскажет по одной задаче и каждая задача будет рассказана ровно один раз. 

Определение. Подстановка называется циклической (или просто циклом), если она сдвигает некоторые элементы по кругу, а остальные оставляет неподвижными. Два цикла называются независимыми, если никакой элемент не сдвигается и первой, и второй перестановкой  одновременно.
Запись цикла. Примеры независимых циклов.

10. Найдите композиции в S5: (134)((235);  (23)((245).

11. Запишите в виде композиции независимых циклов следующие перестановки: 
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.
12. Любая перестановка есть композиция независимых циклов. 

Чётные и нечётные перестановки.

Определение. Цикл длины два называется транспозицией. Транспозиция, меняющая местами два соседних числа, называется элементарной.

13. Любая перестановка  есть композиция а) транспозиций; б) элементарных транспозиций. 

14. На книжной полке в библиотеке стоит собрание сочинений, состоящее из 2009 томов.  В библиотеке работает комиссия. Если она обнаруживает пару томов на полке, расположенную так, что том с меньшим номером из этой пары стоит раньше тома с большим номером, то за каждую такую пару библиотекарь получает выговор.

а) Сколько выговоров  получит библиотекарь, если все тома будут расположены в обратном порядке?


б) При некоторой расстановке книг библиотекарь получил некоторое количество выговоров. Можно ли так переставить две книги, чтобы число выговоров увеличилось на 100?


в) Библиотекарю удалось расставить два экземпляра этого собрания сочинений в правильном порядке. В библиотеку забрались два хулигана . Каждый из них каждую секунду переставляет какие-нибудь две книги на своей полке. Может ли оказаться так, что у первого из них через 100 секунд книги будут расставлены точно так же, как у второго через 99 секунд ?


г) Доказать, что книги можно расставить так, что библиотекарь получит ровно миллион выговоров. 

Определение. Пусть дана некоторая перестановка на множестве чисел 1, 2,..., n. Пара чисел i, j называется инверсией  данной перестановки, если большее из этих чисел расположено в перестановке раньше меньшего. Перестановка называется чётной (нечётной), если чётно (нечётно) число её инверсий.  

15. Найти чётность: а) перестановки 
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16. При умножении произвольной перестановки на транспозицию чётность перестановки изменится.

17. Найдите чётность: а) цикла длины 3; б) цикла длины 4; в) цикла произвольной длины n.

18. Композиция перестановок одинаковой чётности есть чётная  перестановка, а композиция перестановок разной чётности - нечетная.

Для самостоятельного решения

ГП1. Разрешается прыгать буквой через две соседние вправо или влево (например, из ИКС сделать КСИ). Можно ли с помощью таких операций превратить а) ГОРБ в ГРОБ; б) АВТОР в ОТВАР; в) АПЕЛЬСИН в СПАНИЕЛЬ?

ГП2. В городе Урюпинске разрешены только тройные обмены квартир. Может ли в результате нескольких обменов получиться так, что семья Ивановых поменяется квартирами с семьёй Петровых, а все остальные жители останутся при своих квартирах?  

ГП3. Доказать, что любая чётная подстановка есть композиция циклов длины 3. 

ГП4. В городе Урюпинске разрешены только парные обмены квартир, и каждая семья может совершить только  один обмен в день. Докажите, что любой сложный обмен (но при котором каждая семья отдает одну квартиру и получает одну квартиру) можно совершить за два дня.

Группы преобразований

Опр. Обозначим G(A) множество биекций f: A(A. Назовем подмножество H(G(A) группой, если выполнены 3 условия: а) IdA(H; б) если f(H, то и f -1(H; в) если f,g(H, то и f(g(H. 
Число элементов или мощность H называются порядком группы. 

Примеры групп: а) {IdП, Sa}; б) повороты вокруг одной точки, в) группа четных подстановок m-элементного множества.

Упр1. Найдите порядки групп для предыдущих примеров.

Упр2. Какие из данных множеств преобразований плоскости – группы: а) параллельные переносы б) движения в) осевые симметрии г) повороты д) движения с неподвижной точкой O?

Упр3. Пусть A – множество из 10 элементов. Приведите пример группы H(G(A) порядка 

а) 7 б) 14  в) 15. 

Опр. Пусть g – элемент группы H. Наименьшее натуральное n, для которого gn=Id называется порядком элемента g (порядок может быть и бесконечным).

Упр4. Каков порядок а) осевой симметрии б) параллельного переноса в) поворота на 30(?

Зад5. Для каких ( поворот на (( имеет конечный порядок?

Опр. Если H(G(A), то говорят, что задано действие группы H на множестве A. Орбита H(a) элемента a(A – это множество всех тех элементов, в которые переходит a под действием преобразований из H. Порядок орбиты – это число элементов (или мощность) орбиты. 

Пример. Для группы {IdП, Sa} все орбиты одно- или двухточечные; для группы поворотов вокруг точки O – окружности.

Упр6. Нарисуйте орбиты групп а) переносов, параллельных прямой a; б) гомотетий с центром в точке O.

Упр7. Докажите, что порядок орбиты не больше порядка группы.

Пред8. Орбиты двух элементов не пересекаются либо полностью совпадают.

Замечание. Часто действие группы H(G(A) определено не только на множестве A, но и на других множествах. Всегда определено действие на множества всех подмножеств A. Кроме того, движения действуют на классах фигур (окружностей, треугольников, прямых), а также на множестве векторов.

Упр9. Каковы орбиты действия групп из предыдущего упражнения на множестве прямых?

Опр. Подгруппа – это подмножество группы, являющееся группой.

Например, в группе поворотов вокруг O есть подгруппа подгруппа поворотов на углы, кратные ((. 

Упр10. Найдите все подгруппы группы S3. 

Упр11. а) У группы порядка 30 есть орбита из 10 элементов. Докажите, что для каждого элемента орбиты найдутся а) 2 б) 3 преобразования, которые оставляют его неподвижным (переводят в себя).

Упр12. Докажите, что множество преобразований группы, оставляющих данный элемент a неподвижным – подгруппа. Обозначим ее St(a). 

Теорема 13. Пусть Н – конечная группа преобразований A,  a(A, H(a) – орбита. 
Тогда |H|=| H(a)|(|St(a)|.

Следствие 14. Порядок орбиты делит порядок группы.

Упр15. В группе есть поворот
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, где ( – иррационально. Докажите, что если орбита не содержит точку O, то она – бесконечна.

Зад16 Правильный треугольник катают через стороны по плоскости. Через несколько перекатываний он вернулся на исходное место. Докажите, что каждая из вершин тоже вернулись на исходное место.

Для самостоятельного решения

Пре1. Докажите, что угол между осями симметрии любого многоугольника измеряется рациональным числом градусов.

Пре2 Докажите, что если в группе есть два поворота вокруг разных точек, то группа бесконечна.

Пре3. а) На полке стоит в ряд, но в беспорядке собрание сочинений Л.И.Венина из n томов. За одну операцию разрешается поменять местами два соседних тома. За какое наименьшее число операций можно гарантированно поставить собрание по порядку? 
б)* То же, но за одну операцию разрешается поменять местами два любых тома.

Пре4. p и q – простые числа, H – конечная группа движений плоскости, переводящая в себя некоторый p-угольник и некоторый q-угольник. Докажите, что H переводит в себя некоторый pq-угольник.
Конечные группы и делимость
Опр. (Общее понятие группы) Группой называется множество G элементов произвольной природы, в котором:
1) задано правило (групповая операция), согласно которому любой паре (a, b) элементов G сопоставляется некоторый элемент a(b того же множества;

2) групповая операция ассоциативна, т.е. для любых элементов a, b, c (G (a(b)(c=a((b(c);

3) в G имеется нейтральный элемент, т.е. такой элемент e, что для любого a(G a(e=e(a=a;

4) у каждого элемента a в G есть обратный, т.е. такой элемент a–1, что a(a–1= a–1(a=e.

Примеры а) Группы преобразований; б) R+ – действительные числа по сложению; в) Q* – рациональные числа по умножению; г) Циклическая группа Zn – остатки по модулю n по сложению.

Упр1.Являются ли следующие множества с операциями группами: а) четные числа с операцией сложения; б) нечетные числа с операцией сложения; в)  четные числа с операцией умножения; г) степени двойки с целым показателем с операцией умножения; д) действительные числа с операцией вычитания; е) векторы с операцией сложения.

Зад2.Являются ли группой множество ненулевых остатков при делении на n с операцией умножения  а) при n=7; б) при n=10; в) при каких n это множество – группа?

Опр. Подгруппа – это подмножество группы, которое относительно той же операции является группой.

Примеры. а) В каждой группе есть как минимум две несобственные подгруппы: {e} и вся группа. б) Для любого элемента g из группы G подмножество <g>={...,g-1,e,g,g2,...} – подгруппа (порожденная элементом g).

Упр3. Является ли множество положительных чисел подгруппой в группе всех действительных чисел относительно операции а) сложения; б) умножения?

Зад4. Докажите, что а) В каждой конечной группе есть циклическая подгруппа.
б) Всякая конечная подгруппа группы поворотов – циклическая.  

Зад5. Найдите все подгруппы в Z+.

Опр. Пусть H – подгруппа в G. Для каждого h(H зададим отображение h:G(G по правилу: h(g)=h(g.

Упр6. Докажите, что а) так задано действие H на G; б) все орбиты равномощны H.

Пред7. (Теорема Лагранжа) Порядок подгруппы конечной группы делит порядок группы.

Упр8. Есть ли в Z13 несобственные подгруппы?

Пред9. Порядок элемента конечной группы делит порядок группы.

Пред10. Взаимно простые с n остатки от деления на n образуют группу по умножению Zn* порядка ((n).

Пред11. Если a и n взаимно просты, то a((n)–1–1 делится на n.

Зад12. а) Докажите, что в группе Zp* (p>2 – простое) есть ровно один элемент порядка 2

б) Этот элемент равен произведению всех элементов группы.

Пред13. Пусть конечная группа действует на множестве. Тогда порядок любой орбиты делит порядок группы. 

Зад14. Докажите, что число способов разрезать неподвижный кубик на кирпичи 1(1(2 делится на 3.
Для самостоятельного решения

Когр1. Докажите, что всякая группа простого порядка коммутативна, то есть x(y= y(x для любой пары элементов.

Когр2. Докажите, что если в группе квадрат любого элемента равен нейтральному, то группа коммутативна. 
Когр3. Назовем колоду из 52 карт сложенной хорошо, если сверху лежит туз пик, а любые две соседние карты, а также верхняя и нижняя совпадают по масти или по достоинству. Докажите, что число способов сложить колоду хорошо делится а) на 12! б) на 13!
Можно ли разрезать?
A. Конструкции

1. МЛР квадрат на треугольники, чтобы каждый граничил ровно с тремя другими?

2. МЛР квадрат на два многоугольника, чтобы отношение площадей было больше 2, а отношение периметров – меньше 1/2.

3. МЛР квадрат на 33-угольник и три десятиугольника?

4. Как разрезать прямоугольный треугольник на n меньших треугольников и провести в каждом по равной медиане? 


B. Счет вершин, сторон, углов, площадей
5. МЛР квадрат на тысячеугольник и 199  5-угольников?

6. Выпуклый  n-угольник разрезан диагоналями на части. Докажите, что в каждой части не более n сторон.

7. В треугольнике есть сторона не менее 3. Докажите, что его можно разрезать на любое конечное число треугольников со сторонами не менее 1.

8. Квадрат разрезан на прямоугольные треугольники с катетами 3 и 4 каждый. Докажите, что число треугольников – четно.

9. МЛР квадрат на треугольники, чтобы каждый граничил не менее чем с 4 другими?

C.  Принцип крайнего
10.  Плоскость разбита на части несколькими (не менее чем тремя) прямыми общего положения. Докажите, что к каждой прямой примыкает по крайней мере один треугольник.

11.  Из шахматной доски вырезали одну угловую клетку. На какое наименьшее число равновеликих треугольников можно разрезать эту фигуру?

12.  МЛР правильный треугольник на попарно различные меньшие правильные треугольники?

D. Иррациональность
13. Квадрат разрезан на прямоугольные треугольники с катетами 1 и 2 каждый. Докажите, что число треугольников – четно.

14. МЛР квадрат на равные прямоугольные треугольники с углом 30(? 

Для самостоятельного решения
МЛР1. Семиклассник разрезал квадрат на прямоугольники периметра 7, а восьмиклассник – на прямоугольники периметра 8. Могло ли у восьмиклассника получиться больше прямоугольников?

МЛР2. Четыре страны на плоской карте граничат каждая с каждой по отрезку. Могут ли их территории быть а) треугольниками; б) равными многоугольниками? 

МЛР3* Многоугольник можно разрезать на 100 прямоугольников, но нельзя на 99. Докажите, что его нельзя разрезать на 100 треугольников.

МЛР4** Прямоугольник разрезан на конечное число прямоугольничков, у каждого из которых есть целая сторона. Докажите, что у исходного прямоугольника тоже есть целая сторона.

Теорема Хелли
Сборная солянка

1. На прямой даны несколько отрезков, любые два из которых имеют общую точку. Докажите, что все отрезки имеют общую точку.

2. На  плоскости  даны  несколько  прямоугольников,  у  которых  стороны  параллельны двум заданным  взаимно  перпендикулярным  прямым. При  этом  любые  два прямоугольника имеют общую  точку. Доказать, что  и  все эти  прямоугольники   имеют  общую  точку. 

3. В  плоскости  дано  конечное  множество  многоугольников,  любые  два  из которых  имеют  общую  точку.  Доказать,  что  найдется прямая,  пересекающая  каждый  из  этих   многоугольников. Правда ли, что у многоугольников обязательно найдется общая точка?

4. В квадрате со стороной длины 1 разместили 1000 многоугольников, сумма   площадей которых больше 999. Докажите, что все эти многоугольники имеют общую точку. 

Выпуклость

Определение: Множество точек на плоскости называется выпуклым, если вместе с любыми двумя своими точками оно целиком содержит отрезок, их соединяющий. Многоугольник называется выпуклым, если множество его точек является выпуклым.

5. Докажите, что пересечение любого семейства выпуклых множеств является выпуклым множеством. Верно ли то же самое для объединения?

6.  Строго докажите, что а) круг б) полуплоскость в) бесконечная полоса г) внутренность острого угла д) треугольник являются выпуклыми.

Теорема Хелли: На  плоскости  даны  n выпуклых  множеств,  каждые  три из  которых  имеют  общую  точку. Покажите, что  и  все  эти  множества  имеют  общую точку.

7. Докажите эту теорему для n = 4.

8. Докажите теорему Хелли для произвольного n (Подсказка: примените индукцию). 

Вопрос на понимание: Можно ли убрать слово “выпуклый” из формулировки теоремы? 
9. На  плоскости  заданы  несколько  полуплоскостей, которые  покрывают  всю плоскость.  Доказать,  что  из  этих  полуплоскостей  можно  выбрать  три,  которые  также  покрывают  всю  плоскость. 

10.  На  плоскости даны несколько  точек, любые  три  из  которых можно  накрыть  кругом  радиуса  1. Доказать,  что  и  все эти точки  можно  накрыть таким  кругом.

11. Теорема Юнга: На плоскости даны несколько точек, расстояние между любыми двумя из которых не превосходит 1. Доказать, что все эти точки можно накрыть кругом радиуса 1/
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12.  Докажите, что внутри любого выпуклого семиугольника есть точка, не принадлежащая ни одному из четырехугольников, образованных четверками его соседних вершин.

13. Дано несколько параллельных отрезков, причем для любых трех из них найдется прямая, их пересекающая. Докажите, что найдется прямая, пересекающая все отрезки.
Точки на линиях или как резать сыр?
Идеи:

Дискретная непрерывность

Плотность рациональных чисел

1. а) Сколько целых чисел может лежать на отрезке числовой оси длины b?

б) Сколько целых чисел может лежать на интервале числовой оси длины b?

в) Известно, что число a положительно, а неравенство  1 < xa < 2  имеет ровно 3 решения в целых числах. Сколько решений в целых числах может иметь неравенство 2 < xa < 3 ?

2. Даны 100 различных чисел. Докажите, что 

а) можно выбрать такое не равное им рациональное число q, чтобы оно было меньше ровно 75 из этих чисел

б) можно умножить все числа на одно и то же число так, чтобы ровно половина из них стала больше 1000.

3. а) Даны 3 пары чисел: a1<b1, a2<b2, a3<b3. Числа в каждой паре разрешается увеличить в целое число раз, для каждой пары в своё. Докажите, что можно добиться, чтобы все ai стали меньше всех bj.

б) Есть сто картинок, на каждой изображены взрослый и ребенок ростом поменьше (все двести человек на картинках разные). Из них надо собрать одну большую картину. При этом разрешается уменьшать видимый рост людей в целое число раз: эти целые числа могут быть разными для людей с разных картинок и должны быть одинаковыми для людей с одной картинки. Докажите, что можно добиться, чтобы на большой картине каждый взрослый имел рост больше каждого ребенка.

4. а) Вначале на отрезке длины 1000 отмечены только его концы. За одну операцию можно выбрать один из концов и дополнительно отметить все точки, которые второе ближе к выбранному концу, чем отмеченные ранее. Докажите, что за несколько таких операций можно добиться, чтобы отмеченные точки разбили отрезок на части длины меньше 1. 

б) Есть два сосуда 3 и 5 литров без делений, два крана - с горячей и холодной водой и раковина для слива воды. Задана промежуточная температура (меньше температуры горячей но больше температуры холодной воды). Докажите, что можно отмерить 1 литр воды с температурой, которая отличается от заданной не более, чем на 0,1 градуса.

5. а) На окружности отмечено 25 точек. Докажите, что можно провести диаметр так, чтобы по обе его стороны было поровну этих точек.

б) Имеется 25 кусков сыра разного веса. Докажите, что можно один из этих кусков разрезать на две части и разложить сыр в два пакета так, что части разрезанного куска окажутся в разных пакетах, веса пакетов будут одинаковы и число кусков в пакетах также будет одинаково.

6. Окружность разбита на несколько дуг красных и синих дуг. Докажите, что можно отметить на окружности две точки A и B так, чтобы на каждой из дуг AB общая длина красных дуг была одинакова.

7. Двое по очереди отмечают точки на окружности: первый — красным цветом, второй — синим. Когда отмечено по 2 точки каждого цвета, игра заканчивается. Затем каждый игрок находит на окружности дугу наибольшей длины с концами своего цвета, на которой больше нет отмеченных точек. У кого длина дуги больше — тот выиграл (в случае равенства длин дуг, а также при отсутствии таких дуг у обоих игроков — ничья). Кто из играющих может всегда выигрывать, как бы ни играл соперник? 

Для самостоятельного решения

Сыр1. Задано n>2. Двое по очереди отмечают точки на окружности: первый — красным цветом, второй — синим. Когда отмечено по n точек каждого цвета, игра заканчивается. Затем каждый игрок находит на окружности дугу наибольшей длины с концами своего цвета, на которой больше нет отмеченных точек. У кого длина дуги больше — тот выиграл (в случае равенства длин дуг, а также при отсутствии таких дуг у обоих игроков — ничья). Кто из играющих может всегда выигрывать, как бы ни играл соперник?

Сыр2. Есть несколько кусков сыра разного веса и разной цены за кг. Докажите, что можно, разрезав не более двух кусков, разложить куски на 2 кучки равные по весу и по цене. 

Сыр3.
а) 50 кусков сыра требуется разложить на 7 кучек одинакового веса с равным числом кусков, разрезав предварительно несколько кусков на части. Каким наименьшим числом разрезов можно гарантированно обойтись? (При разрезе один кусок распадается на два). 

б) 50 кусков сыра разложены на на 7 кучек одинакового веса. За одну операцию разрешается разрезать один кусок на два и поменять, если хочется, часть кусков из этой же кучки с кусками из какой-то другой кучки. Каким наименьшим числом операций можно гарантированно добиться, чтобы все кучки весили поровну и кусков в них тоже было поровну? (При разрезе один кусок распадается на два).
Разнобой 1

1. Какое наименьшее количество сомножителей нужно вычеркнуть в произведении 1(2(3(…(2009, чтобы произведение оставшихся оканчивалось на 6?

2. Выписали все натуральные числа меньше миллиарда, у которых сумма цифр делится на 19. Докажите, что их сумма тоже делится на 19.

3. Есть 6 монет, одна из которых фальшивая (она отличается по весу от настоящей, но её вес, как и вес настоящей монеты, неизвестен). Есть одночашечные весы со стрелкой, которые показывают точный вес положенных на чашу монет. Как за три взвешивания найти фальшивую монету? 

4. Восстановите треугольник, если заданы середина стороны и середины высот, проведенных к двум другим сторонам;

5. Окружность разделена на несколько дуг. На одной из дуг сидит кузнечик. Время от времени он совершает прыжок, смещаясь при этом по часовой стрелке на величину дуги, с которой прыгнул. Докажите, что он либо рано или поздно попадет на границу дуг, либо побывает лишь в конечном числе точек.

6. На сторонах произвольного треугольника вовне построены три правильных треугольника. Докажите, что треугольник с вершинами в их центрах тоже правильный.

7. Каждая из диагоналей выпуклого четырехугольника разбивает его на два равнобедренных треугольника. Какие значения может принимать угол между диагоналями?

8.  После завершения однокругового аолейбольного турнира оказалось, что никакая команда не проиграла всех матчей. Докажите, что найдутся 3 команды, выигравшие друг у друга по кругу. (Ничьих в волейболе не бывает)
9. На окружности отмечены несколько точек, некоторые из них соединены хордами. Все хорды покрашены в красный и синий цвета так, что из каждой точки красных и синих хорд выходит поровну.  Докажите, что любые две точки можно соединить ломаной из хорд (возможно самопересекающейся), в которой цвета звеньев строго чередуются. 

10. В вершинах треугольника записано по натуральному числу, на сторонах – произведение чисел в концах стороны, а в самом треугольнике – произведение чисел в вершинах. Сумма всех семи чисел равна 232. Найдите числа в вершинах.
Разнобой 2

1. Точка A лежит вне квадрата. Известно, что расстояния от точки A до трех прямых, содержащих стороны квадрата, равны 5, 6, 7. Чему может быть равно расстояние от точки A до прямой, содержащей четвертую сторону (перечислите все варианты)? 

2. Может ли (n –1)! делиться на n2009 для целого n > 1?

3. Правильный 2009-угольник разрезали непересекающимися во внутренних точках диагоналями на треугольники. Сколько среди них может быть остроугольных? 

4. Костя взял три действительных числа a, b и c и составил три дроби 
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. Оказалось, что эти дроби корректно определены и равны одному и тому же числу x. Какие значения может принимать x?

5. На олимпиаде было 100 участников и 4 задачи. Первую задачу решило 90 участников, вторую — 80, третью — 70, а четвертую — 60. Никто не решил все четыре задачи. Победителями были объявлены все участники, решившие третью и четвертую задачи и только они. Сколько их было?

6. а). Докажите, что из любых 2n-1 целых чисел можно выбрать n, сумма которых делится на n, если n – простое. 


б). Докажите этот факт без предположения о простоте n.

7. В треугольнике ABC высота AK и медиана BM пересекаются в точке Q, при этом AK = BM. Прямая QC является биссектрисой угла MQK. Найдите углы треугольника ABC. 

8. В тридевятом царстве n городов. Изначально любые два из них были соединены ровно одной дорогой. Во время кризиса министр транспорта стал по очереди закрывать дороги. Каждый раз министр имеет право закрыть дорогу, если она была частью замкнутого маршрута длины 4, не проходящего дважды по одной и той же дороге. Какое наибольшее возможное число дорог  сможет закрыть министр? 

9. Дан клетчатый квадрат n×n, в котором стерли все клетки выше главной диагонали. В каждой клетке оставшейся фигуры записывают 0 или 1, при этом если в какой-то клетке написана единица, то и в соседних с ней по стороне слева и сверху  также должна стоять единица. Сколькими способами это можно сделать?

10.  Найдите все целочисленные решения уравнения (x2+y2)(x+y–3)=2xy.

Разнобой 3

1. Квадрат разрезали на 25 квадратиков, из которых ровно у одного сторона имеет длину, отличную от 1 (у каждого из остальных сторона равна 1).  Найдите площадь исходного квадрата.

2. Имеется набор гирь, которые весят 1г, 2г, 4г, 8г,..., 1024г – по одной гире каждого веса. Груз разрешается взвешивать с помощью этого набора, складывая гири на обе чашки весов. Докажите, что никакой груз нельзя взвесить этими гирями более чем 144 способами.

3. Играют двое, ходят по очереди. Первый ставит на плоскости красную точку, второй в ответ ставит на свободные места 8 синих точек. Затем опять первый ставит на свободное место красную точку, второй ставит на свободные места 8 синих, и т. д. Первый считается выигравшим, если какие-то три красные точки образуют правильный треугольник. Может ли второй ему помешать? 

4. Имеется 25 пряников разного веса. Всегда ли можно один из этих пряников разрезать на две части и разложить пряники в два пакета так, что части разрезанного пряника окажутся в разных пакетах, веса пакетов будут одинаковы и число целых пряников в пакетах также будет одинаково? 

5. Последовательность чисел {xk} определяется условиями: x1=25, x2=2009, 
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 при n(1. Докажите, что среди членов последовательности найдётся ноль. Найдите номер этого члена.

Разнобой 4

1. Лабиринт в плане представляет из себя 25-угольник с непрозрачными стенами. Какое наибольшее число людей может находится в лабиринте одновременно, не видя друг друга? (Человек может вертеть головой во все стороны).

2. A и B – два прямоугольника. Из прямоугольников, равных A, сложили прямоугольник, подобный B. Докажите, что из прямоугольников, равных B, можно сложить прямоугольник, подобный A.

3. Многоугольник можно разбить на 100 прямоугольников, но нельзя – на 99. Докажите, что его нельзя разбить на 100 треугольников.

4. Может ли отношение двух чисел Фибоначчи быть равным 100?
5. Все члены двух различных непостоянных арифметических прогрессий натуральны. Числа первой прогрессии выписали подряд без пробелов, получив бесконечную последовательность цифр. То же сделали со второй прогрессией. Докажите, что получилась другая последовательность цифр.

6. Двое играющих по очереди ломают палку: первый на две части, затем второй ломает любой из кусков на две части, затем первый - любой из кусков на две части, и т.д. Один из игроков выигрывает, если сможет после какого-то из своих ходов сложить из 6 кусков два равных треугольника. Может ли другой ему помешать?

7. Назовем лабиринтом шахматную доску 100x100, где между некоторыми полями вставлены перегородки, но так, что ладья может передвигаться по всей доске, не перепрыгивая через перегородки. По команде ВПРАВО ладья смещается на одно поле вправо или, если справа край доски или перегородка, остается на месте; аналогично выполняются команды ВЛЕВО, ВВЕРХ и ВНИЗ. Конечную последовательность таких команд назовем программой.

а) Дан лабиринт. Докажите, что есть программа, выполнив которую, ладья окажется в верхней правой клетке лабиринта независимо от того, где она стояла вначале.

б) Даны два лабиринта. Докажите, что есть программа, выполнив которую, ладья окажется в верхней правой клетке лабиринта независимо от того, в каком из двух лабиринтов и на какой клетке она стояла вначале 

8. Жесткий квадратный проволочный контур со стороной 1дм разрезали на части, части переложили и спаяли новый плоский замкнутый несамопересекающийся контур.

а) Резали на три части. Какую наибольшую площадь может охватывать новый контур?

б) Резали на 4 части. Могла ли площадь, охватываемая контуром, увеличиться не менее чем на 5%?

9. На плоскости нарисованы несколько треугольников (не менее трех) так, что любые два симметричны друг другу относительно некоторой прямой. Докажите, что все треугольники – равнобедренные.

10. Для какого лежащего в данном круге многоугольника отношение его площади к числу сторон будет максимальным?

Разнобой 5

1. Какое наибольшее количество натуральных чисел можно выбрать из множества {1, 2, ..., 2n}, так чтобы ни одно из них не было делителем другого?

2. Кузнечик прыгает по координатной плоскости. Он начинает в точке (0, 0) и за каждый прыжок смещается на один и тот же вектор. Докажите, что в какой-то момент (за исключением начального) он окажется на расстоянии меньше 0,001 от точки с целыми координатами.

3. Пусть f(x) - приведенный квадратный трехчлен, который имеет два различных действительных корня, из которых ровно один принадлежит отрезку [0; 1]. Докажите, что f(f(0))≤0.

4. Докажите, что из любых 9 человек можно выбрать четырех попарно знакомых или трех попарно не знакомых.

5. В равностороннем треугольнике ABC провели лучи AE и CD так, как показано на рис., причем площадь треугольника AMC равна площади четырехугольника DBEM. Найдите угол AMD.
Бонус (теорема Кенига): На прямоугольной клетчатой доске расставлено несколько ладей (не более чем по одной в клетке). Назовем линией строку или столбец этой доски. Докажите, что максимальное количество ладей, которое можно выбрать среди расставленных, так чтобы они  попарно не били друг друга, равно минимальному количеству линий, которыми можно покрыть все ладьи.
Внутренний математический бой

1. Купившему головку костромского сыра весом 1 пуд магазин предлагает призовую игру. Покупатель режет головку на n кусков, а продавец выбирает из этих кусков один или несколько и раскладывает их на одну или на обе чаши весов. При неравновесии продавец обязан за счет магазина добавить призовой кусок швейцарского сыра, уравновешивающий чаши. Продавец старается сделать приз поменьше, а покупатель – побольше. Найдите вес призового куска при наилучших действиях сторон.
2. На доске выписаны через запятую числа 1, 2, 3, …, 2009. Два игрока по очереди заменяют запятые на знаки + (знак сложения) или ( (знак умножения). Когда все запятые заменены, вычисляется значение выражения. Если результат будет четным – выигрывает первый, если нечетным – второй. Кто из игроков может обеспечить себе победу,  как бы ни играл соперник?

3. Числа a, b, c различны. Могут ли три прямые 
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пересечься в одной точке?

4. Диагонали четырехугольника перпендикулярны. Найдите его углы, если известно, что три из них равны, а все стороны четырехугольника различны.

5. Докажите, что для любого натурального n найдется такое натуральное k, что 
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 делится на n.

6. В треугольнике ABC проведены медиана AM и биссектриса AK. Известно, что медиана AN в треугольнике KAC совпадает с биссектрисой AL в треугольнике MAC. Докажите, что AM=AB. 

7. Найдите наименьшее натуральное число, записанное одинаковыми цифрами и кратное 2009. 

8. Рассмотрим последовательность, первые два члена которой равны 1 и 2 соответственно, а каждый следующий член – это наименьшее натуральное число, которое еще не встретилось в последовательности и которое не взаимно просто с предыдущим членом последовательности. Докажите, что каждое натуральное число входит в эту последовательность.

9. В парламенте некоторой страны есть 9 партий. Каждый депутат владеет землей неизменной площади. Рейтинг депутата внутри своей партии равен отношению площади его земли к общей площади земель всех членов партии. Каждый день какой-нибудь один депутат меняет партию так, что его рейтинг при этом увеличивается. Докажите, что эти переходы когда-нибудь прекратятся.

10. Десять ребят на лужайке играют в пейнтбол. Сначала каждый из них выстрелил краской в ближайшего к себе человека (если таковых несколько, то в любого из них). Затем каждый стреляет в наиболее удаленного от него (если таковых несколько, то в любого из них). Какое наибольшее количество порций краски может попасть в одного игрока?

Внутренний математический бой «Профи»-«Непрофи»

1. Купившему головку костромского сыра весом 1 пуд магазин предлагает призовую игру. Покупатель режет головку на n кусков, а продавец выбирает из этих кусков один или несколько и раскладывает их на одну или на обе чаши весов. При неравновесии продавец обязан за счет магазина добавить призовой кусок швейцарского сыра, уравновешивающий чаши. Продавец старается сделать приз поменьше, а покупатель – побольше. Найдите вес призового куска при наилучших действиях сторон.
2. Можно ли все натуральные числа от 1 до 200 выписать по кругу так, чтобы для каждой пары соседних чисел a и b хотя бы одно отличалось от другого на целое число процентов (то есть a отличалось на целое число процентов от b или b отличалось на целое число процентов от a)?

3. Числа a, b, c различны и положительны. Могут ли три прямые 
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пересечься в одной точке?

4. Диагонали четырехугольника перпендикулярны. Найдите его углы, если известно, что три из них равны, а все стороны четырехугольника различны.

5. На доске выписаны через запятую числа 1, 2, 3, …, 2009. Два игрока по очереди заменяют запятые на знаки + (знак сложения) или ( (знак умножения). Когда все запятые заменены, вычисляется значение выражения. Если результат будет четным – выигрывает первый, если нечетным – второй. Кто из игроков может обеспечить себе победу,  как бы ни играл соперник?

6. В треугольнике ABC проведены медиана AM и биссектриса AK. Известно, что медиана AN в треугольнике KAC совпадает с биссектрисой AL в треугольнике MAC. Докажите, что AM=AB. 

7. Найдите наименьшее натуральное число, записанное одинаковыми цифрами и кратное 2009. 

8. Клетчатый квадрат 100(100 разрезан на доминошки. Могло ли случиться, что каждая доминошка граничит по отрезку с нечетным числом доминошек?

9. В парламенте некоторой страны есть 9 партий. Каждый депутат владеет землей неизменной площади. Рейтинг депутата внутри своей партии равен отношению площади его земли к общей площади земель всех членов партии.  Каждый день какой-нибудь один депутат меняет партию так, что его рейтинг при этом увеличивается. Докажите, что эти переходы когда-нибудь прекратятся.

10. Десять ребят на лужайке играют в пейнтбол. Сначала каждый из них выстрелил краской в ближайшего к себе человека (если таковых несколько, то в любого из них). Затем каждый стреляет в наиболее удаленного от него (если таковых несколько, то в любого из них). Какое наибольшее количество порций краски может попасть в одного игрока?

Математический бой 8-9 «Профи»
1. На доске выписаны N различных иррациональных чисел. Известно, что для любых выписанных a и b хотя бы одно из чисел 
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 рационально. Каково наибольшее значение N?

2. Двум разумным муравьям заранее объявили, что их ночью высадят одновременно в какие-то две вершины находящегося в невесомости прямоугольного параллелепипеда 1×1×2 м. Муравьи ползают только по ребрам, их максимальная скорость 1м/мин. Могут ли они договориться действовать так, чтобы гарантированно встретиться ранее чем через 9 минут после высадки? (Муравьи отличают вершины от не вершин, но все вершины изначально для них равноправны и направления тоже. Муравей знает, сколько он прополз, и сможет отличить длинное ребро от короткого, добравшись до его середины. Муравей запоминает направления поворотов в пространстве и направления ребер, выходящих из вершин, где он бывал. Друг друга муравьи заметят только оказавшись в одной точке).
3. Три бегуна стартовали одновременно из пункта и бегут каждый со своей постоянной скоростью. Вслед им выехал через некоторое время тренер на мотороллере, догнал переднего бегуна, развернулся, доехал до заднего бегуна, развернулся и еще раз догнал переднего бегуна.  Таким образом, тренер трижды проезжал мимо среднего бегуна, и по 2 раза был возле остальных бегунов. Скорость мотороллера была постоянной. Известно, что в первый раз время тренера на езду от среднего бегуна до переднего равно времени от разворота возле заднего бегуна до обгона среднего. Докажите, что тренер обгонял (встречал) среднего бегуна через равные промежутки времени. 

4. ux+uy+uz=ut. Найдите все решения уравнения в натуральных числах.

5. В треугольнике ABC углы B и C равны по 40(; BD – биссектриса угла B. Докажите, что BD+DA=BC.

6. S – сумма четырех натуральных чисел a, b, c, d. Докажите, что если ab–cd делится на S, то S – составное

7. Дан граф, вершины которого раскрашены в два цвета. За ход мы находим все вершины, у которых соседей противоположного цвета больше, чем своего, и одновременно все их перекрашиваем в противоположные цвета. Докажите что когда-нибудь граф перестанет перекрашиваться, или будет восстанавливать раскраску каждым вторым ходом.

8. Докажите, что для любой биекции f: Z→Z множества целых чисел в себя найдутся еще две биекции g и h из Z в себя, что f(x)=g(x)+h(x) для всех x( Z.

9. Правильный треугольник со стороной 9 разбит на 81 клетку – правильные треугольники со стороной 1. У клеток всего 55 вершин, в каждую вершину положили по монете. Известно, что у всех клеток, кроме одной, суммарные веса монет в вершинах одинаковы, а у этой одной  – меньше. За какое наименьшее число взвешиваний на чашечных весах без гирь можно найти «легкую» клетку?
10. Докажите, что любой выпуклый четырехугольник можно разрезать на 4 части и сложить из них прямоугольник.

Математический аукцион
1. [10] Клетки доски 10(10 красятся по одной так, что каждая новая граничит не более чем с одной ранее покрашенной. Покрасьте как можно больше клеток.

2. [20] Составьте из натуральных чисел арифметическую прогрессию из как можно большего числа членов так, чтобы их суммы цифр образовывали возрастающую арифметическую прогрессию.

3. [10] Составьте замкнутую ломаную из 20 звеньев, у которой никакие два звена не лежат на одной прямой, и чередуются вертикальные и горизонтальные звенья. Чем больше точек самопересечения, тем лучше.

4. [15] Дан остроугольный треугольник. Постройте с помощью циркуля и линейки прямую Эйлера этого треугольника, проведя как можно меньше линий. 

5. [15] Известно, что из 100 монет есть ровно 25 фальшивых. Известно, что настоящие весят одинаково, фальшивые  – тоже, фальшивые легче настоящих. Найти хотя бы одну настоящую монету за как можно меньшее число взвешиваний.

6. [10] Составьте как можно более длинную цепочку существительных в именительном падеже, ед. числе так, чтобы три последние буквы предыдущего слова были равны трем первым буквам следующего. (Например, ЛИНКОР – КОРОЛЬ – ОЛЬХА)
Заключительная олимпиада

Довывод

1. Числа p и 8p–1 – простые. Доказать, что число 8p+1 – составное.

2. 49 точек на окружности занумерованы (возможно, в беспорядке) нечетными числами 3, 5, 7, ..., 99. Если один номер делится на другой, точки соединяются хордой. Докажите, что найдутся пересекающиеся хорды.

3. Петя нарисовал правильный семиугольник и для одной из его сторон измерил углы, под которыми она видна из середин остальных сторон. Затем он сложил получившееся 6 углов. Какой результат у него получился?

4. Пусть x, y, z – действительные числа. Докажите, что 
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5. Барон Мюнхгаузен утверждает: он, мол, может для некоторого N выписать числа 1, 2, …, N подряд без пробелов в таком порядке, что получится многозначное число-палиндром (оно читается одинаково слева направо и справа налево). Не хвастает ли барон?

Вывод

6. На доске написаны 2009 чисел 1, 2, 3, …, 2009. Двое играющих по очереди стирают по одному числу, пока не останется три числа. Если они могут быть длинами сторон треугольника, выигрывает первый, иначе – второй. Кто из игроков может выигрывать, как бы не играл противник?

7. Из точек B и C полуокружности с диаметром AD опущены перпендикуляры BE и CF на AD. Прямые AB и DC пересекаются в точке P,  отрезки EC и BF пересекаются в точке Q. Докажите, что прямая PQ перпендикулярна AD. 

8. Докажите, что существует не менее 2499  способов выбрать знаки + или – в выражении ±1 ± 2 ± 3 ± … ±999, так чтобы результат равнялся 0. 
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