Шестнадцатая Летняя многопредметная школа Кировской области

Материалы занятий

7 класс

Группа "профи"("Ш")

Вишкиль. 3-27.VII.2000 г.

Вступительная олимпиада

1. Положительное число x увеличили на 28%. На сколько процентов изменилось при этом число 
[image: image1.wmf]x

16

?

2. Есть 30 шаров красного, желтого и зеленого цвета. Петя выбирает 10 из них, затем Вася выбирает 5 из этих 10-ти, а потом опять Петя выбирает 2 из этих 5-ти. Если оба окажутся красными, Петя выиграл. При каком наименьшем количестве красных шаров Петя наверняка может выиграть?

3. В треугольнике ABC угол A равен 30(, а медиана BM равна высоте CH. Найдите углы B и C.

4. Трем геологам надо было добраться до станции в 60 км от их базы за 3 часа. Смогут ли они это сделать, если у них есть мотоцикл, на котором можно ехать не больше, чем двоим со скоростью 50 км/час, а пешком они передвигаются со скоростью 5 км/час?
5. От натурального числа с суммой цифр 100 отняли натуральное число с суммой цифр 99. Могло ли в результате получиться натуральное число с суммой цифр а) 16; б) 19?

6. В 2000 году телевидение Вишкиляндии начало показывать мультсериал "Комариный рай", причем в каждом году, начиная с 2001-го, было показано либо на 40% больше, либо на 40% меньше серий, чем в предыдущем. Чтобы не наносить большого вреда учебному процессу, ежедневно показывали не более двух серий. При просмотре 1230-й серии зрители были глубоко опечалены гибелью главного героя в неравной борьбе с комарами, но ровно через два года, в 2004 году были тронуты в последней серии клятвой его сына отомстить за гибель отца. Сколько серий содержал этот замечательный сериал?

Графы – 1

1. В деревне Вишкиль 9 домов. Известно, что у Петра соседи Иван и Антон, Максим сосед Ивану и Сергею, Виктор – Диме и Никите, а также по соседству живут Евгений с Никитой, Иван с Сергеем, Евгений с Димой, Сергей с Антоном и больше соседей в означенной деревне нет (соседними считаются дворы, у которых есть общий участок забора). Может ли Петр огородами пробраться к Никите за яблоками?

2. В трех вершинах правильного пятиугольника расположили по фишке. Разрешается двигать их по диагонали на свободное место. Можно ли такими действиями добиться, чтобы одна из фишек вернулась на первоначальное место, а две другие поменялись местами?

3. Из доски 4(4 вырезаны все угловые клетки. Может ли шахматный конь обойти всю доску и вернуться на исходную клетку, побывав в каждой клетке ровно один раз?

4. Петр, пробираясь огородами до Никиты, сделал себе москитную сетку, в которой ровно 100 узелков, и любые два узелка соединены ниточкой. Сколько ниточек потратил Петр на это бесполезное занятие? 

5. В городе проводилось совещание врачей. От каждой поликлиники на совещание было приглашено по пять врачей. Оказалось, что каждый из приглашенных работал в двух поликлиниках, поэтому на совещании представлял обе поликлиники. Кроме того, для любых двух поликлиник города среди участников совещания найдется врач, который в них работает. Сколько в городе поликлиник и сколько врачей принимало участие в совещании?

6. В деревне Вишкиль 9 домов. Из каждого дома тянется четыре шланга к четырем другим домам и каждый из этих шлангов имеет длину 178 метров 25 сантиметров. Найти общую длину шлангов в деревне Вишкиль.

7. Петр, пробираясь огородами до Никиты, решил прибрать несколько шлангов. В процессе расследования участковый записал в протоколе, что теперь из каждого дома выходит по 3 шланга длиной 150 метров. Чему равен «убыток», если метр шланга стоит 12 рублей?

8. В доме отдыха Вишкиль 57 корпусов. Пьяный электрик Вася решил соединить телефонными проводами каждый корпус ровно с пятью другими. Сможет ли он это сделать?

9. Докажите, что число людей, когда‑либо живших на земле и сделавших нечетное число рукопожатий – четно!

Для самостоятельного решения

10. В верхних углах доски 3(3 стоят черные кони, а в нижних – белые. Как разместить коней одного цвета в противоположных клетках доски и сколько ходов для этого необходимо?

11. Можно ли на окружности расположить числа 0, 1, 2, …, 9 так, чтобы любые два соседних числа отличались на 3, 4 или 5?

12. Может ли в государстве, в котором из каждого города выходит 3 дороги, быть ровно 100 дорог?

13. Можно ли нарисовать на плоскости 9 отрезков так, чтобы каждый пересекался ровно с тремя другими?

14. В графе каждая вершина покрашена в синий или зеленый цвет. При этом каждая синяя вершина связана с пятью синими и десятью зелеными, а каждая зеленая с девятью синими и шестью зелеными. Каких вершин больше – синих или зеленых?

15. На листе бумаги отмечена 2001 точка. Двое играют в следующую игру: каждый своим ходом соединяет две отмеченные точки линией. Запрещается соединять пару точек повторно. Проигрывает тот, после хода которого из любой точки можно пройти в любую другую, двигаясь от вершины к вершине по проведенным линиям. Кто выигрывает при правильной игре?

16. Докажите, что среди девяти человек найдутся либо трое попарно знакомых, либо четверо попарно незнакомых.

17. На плоскости отметили 5 точек. Можно ли соединить их непересекающимися линиями так, чтобы любые две точки были соединены ровно одной линией?

Задачи на разрезание – 1

0. а) МЛР (можно ли разрезать) трехклеточный уголок на 4 равные части;
б) квадрат 4(4 на 5 равных частей?

1. МЛР (можно ли разрезать) квадрат 8(8 на прямоугольники 3(1?

2. МЛР шахматную доску без двух противоположных углов на двуклеточные домино?

3. МЛР квадрат 10(10 на прямоугольники 4(1?

4. МЛР произвольный треугольник на

а) 4 равных треугольника;

б) 4 прямоугольных треугольника;

в) 3 трапеции;

г) 4 равнобедренных треугольника?

5. МЛР квадрат на 

а) 33-угольник и 3 десятиугольника;

б) тысячеугольник и 199 пятиугольников?

6. МЛР квадрат на треугольники так, чтобы каждый граничил (по отрезку) ровно с тремя другими?

7. МЛР квадрат на равносторонние треугольники?

8. МЛР квадрат на два многоугольника, чтобы отношение площадей было больше 2, а отношение периметров – меньше ½?

9. Семиклассник разрезал квадрат на прямоугольники периметра 7, а восьмиклассник – на прямоугольники периметра 8. Могло ли у восьмиклассника получиться больше прямоугольников?

10. Докажите, что из любого выпуклого четырехугольника можно вырезать параллелограмм, две стороны которого совпадут со сторонами четырехугольника.

Для самостоятельного решения

11. МЛР квадрат на прямоугольники так, чтобы каждый граничил ровно с 4 другими?

12. Четыре страны на плоской карте граничат каждая с каждой по отрезку. Могут ли их территории быть а) треугольниками; б) равными многоугольниками? 

13. Для каких значений n можно разрезать 

а) квадрат на n меньших (не обязательно одинаковых) квадратов;

б) правильный треугольник на n меньших (не обязательно одинаковых) правильных треугольников?

Делимость и остатки – 1

1. Дождь над Вишкилем начался в полночь и лил ровно 10000 минут. Может ли случиться, что сразу после этого выглянуло солнце? 

2. Найдите последнюю цифру числа 
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3. Найдите две последние цифры числа а) 19992000; б) 162000.

4. Докажите, что Александр Юрьевич должен отпраздновать свое 28-летие в такой же день недели, в какой он родился.

5. Пушкин родился 6 июня 1799 года (по новому стилю). Какой это день недели (учтите, что 1800-й и 1900-й годы не были високосными)?

6. Докажите, что среди любых 18 подряд идущих трехзначных чисел найдется число, делящееся на свою сумму цифр.

7. В последовательности цифр каждая цифра, начиная с пятой, равна последней цифре суммы четырех предыдущих. Последовательность начинается с цифр 1234096… Может ли в ней встретиться комбинация цифр 1999?

Для самостоятельного решения

8. Найдите последнюю ненулевую цифру числа 2000!

9. Назовем автобусный билет с шестизначным номером счастливым, если сумма цифр его номера делится на 7. Могут ли два билета подряд быть счастливыми?

10. Докажите, что из любых n целых чисел можно выбрать одно или несколько с суммой, кратной n.

11. Шайка разбойников отобрала у купца мешок с монетами. Каждая монета стоит целое число грошей. Оказалось, что какую монету не отложи, оставшиеся монеты можно поделить между разбойниками так, что каждый получит одинаковую сумму. Докажите, что число монет без одной делится на число разбойников в шайке.

Разрезания – 2 (теорема Пифагора)
1. Разрежьте 5-клеточный крест на части и сложите из них квадрат.

2. Можно ли разрезать квадрат 8(8 на части, из которых складывается прямоугольник 5(13?

3. Разрежьте квадрат 7(7 на

4. а) квадраты 4(4, квадрат 3(3 и 4 равных прямоугольных треугольника;

5. б) один квадрат и 4 прямоугольных треугольника, равных треугольникам из (а);

6. в) Найдите размер квадрата в (б).

7. Даны 4 прямоугольных треугольника с катетами a, b и гипотенузой c. Докажите, что добавив к ним а) один квадрат со стороной c; б) два квадрата со сторонами a и b, можно будет составить квадрат со стороной a+b.

8. (Теорема Пифагора) 
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9. Существует ли треугольник, у которого все стороны и все высоты измеряются целым числом сантиметров?

10. Разрежьте квадрат а) на равные квадраты; б) на равные треугольники, из которых составьте два различных квадрата.

Определение Перекроить = разрезать на части и сложить из них.

11. Перекроите квадрат в 8 равных квадратов.

12. Перекроите квадрат а) в три квадрата; б) в три различных квадрата.

13. Разрежьте прямоугольник 1(5 на 5 частей, из которых сложите квадрат.

14. Перекроите квадрат в 5 равных квадратов.

15. * Разрежьте квадрат на равные части, из которых сложите три различных квадрата.

Для самостоятельного решения

1. Пусть каждая спичка имеет длину 1 дюйм. Пользуясь лишь угольником, сложите из 12 таких спичек одну фигуру площади 4 кв. дюйма.

2. Перекроите квадрат в три равных меньших квадрата.

3. Пусть 
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. Перекроите квадрат со стороной c в два квадрата со сторонами a и b (число частей не должно зависеть от a и b).
4. Перекроите квадрат в правильный треугольник.

Самостоятельная работа – 1

С1) Как изменятся частное и остаток, если делимое и делитель увеличить в 3 раза?

С2) Про семь чисел известно, что сумма любых шести из них делится на 5. Докажите, что каждое из чисел делится на 5. 

С3) Обозначим s(x) сумму цифр числа x. Пусть a=9999, b=s(a), c=s(b), d=s(c). Чему равно d?

С4) Пусть a и b – целые числа, и 
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делится на 11. Докажите, что 
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С5) Существует ли число вида 11…1, которое делится на 1999?

Графы – 2: определения, лемма о рукопожатиях, связность.

Определение 1. Скажем, что задан граф, если задано множество его вершин и про любую пару вершин сказано, связаны они ребром или нет (будем рассматривать только пары из двух различных вершин). Граф конечный, если число вершин в нем конечно. 

Примеры. а) Граф знакомств: вершины – школьники, ребра – знакомства. б) Карта: вершины – страны, ребра – пары стран с общим участком границы. в) города и дороги; г) граф короля (коня, ладьи, ферзя…): вершины – клетки, ребра – пары клеток, связанных ходом короля (коня, ладьи, ферзя…).

Упр1. Сколько всего ребер в графе ладьи?

Упр2. Каково наибольшее возможное число ребер в графе с n вершинами?

Определение 2. Степень вершины – это число выходящих из нее ребер.

Упр3. Какова наибольшая степень вершины в графах а) коня; б) ферзя?

Зад4. Сколько всего ребер в графе короля?

Лемма 5. Сумма степеней всех вершин равна удвоенному числу ребер.

Лемма 6 (о рукопожатиях). В конечном графе число вершин нечетной степени – четно.

Зад7. Верна ли лемма о рукопожатиях для бесконечного графа?
Упр8. Можно ли расположить на столе 7 монет так, чтобы каждая касалась ровно трех других?

Определение 3. Граф называется связным, если между любыми двумя его вершинами есть путь по ребрам (как по дорогам).

Упр9. При каких n граф коня на доске n(n не связный?

Зад10. В стране Оз 15 городов, каждый из которых соединен авиалиниями не менее, чем с 7 другими. Докажите, что из любого города можно самолетом добраться до любого другого (возможно, с пересадками).

Определение 4. Подграф, состоящий из всех вершин, связанных с данной маршрутом, и всех ребер, входящих в такие маршруты, называется компонентой связности. 

Упр11. На сколько компонент связности распадается граф слона?

Зад12. Турист приехал на вокзал и отправился гулять по улицам Москвы. Докажите, что он в любой момент может вернуться на вокзал, проходя только по тем участкам улиц, по которым он уже проходил нечетное число раз.

Зад13. В Зазеркалье из Котельнича выходит 2001 дорога, из деревни Вишкиль – одна, а из всех остальных городов по 1000 дорог. Докажите, что из Котельнича по дорогам можно попасть в деревню Вишкиль.

Зад14. В связном графе степень каждой вершины четна. Одно ребро удалили (оставив, однако, вершины на его концах). Докажите, что граф остался связным.

Для самостоятельного решения

Зад15. 15 команд играют турнир в один круг. Докажите, что в некотором матче встретятся команды, сыгравшие перед этим в сумме нечетное число матчей.

Зад16. В стране любые два города соединены либо железной дорогой, либо авиалинией. Докажите, что один из этих двух видов транспорта позволяет добраться из любого города в любой (возможно с пересадками).

Зад17. Можно ли подобрать компанию, где у каждого ее члена было бы пять друзей, а у любых двух – ровно два общих друга?

Зад18. Докажите, что из каждого связного графа можно удалить одну вершину и все выходящие из нее ребра так, что останется связный граф.

Геометрические неравенства

Зад1. Внутри квадрата ABCD найдите все такие точки X, что AX+CX = BX+DX.

Теорема 2. В треугольнике против большего угла лежит большая сторона.

Теорема 3. Если AH – высота в треугольнике ABC, то AB>AC ( HB>HC.

Лемма 4. Внутри треугольника ABC дана точка O. Докажите, что 
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Теорема 5. Если один выпуклый многоугольник лежит внутри другого, то периметр внутреннего – меньше.
Зад6. Докажите, что в четырехугольнике сумма длин сторон 

а) меньше удвоенной суммы длин диагоналей;

б) больше суммы длин диагоналей.
Зад7. Доказать, что медиана треугольника меньше полусуммы его сторон, выходящих из той же вершины.

Зад8. Построить треугольник наименьшего периметра по данному основанию и опущенной на него высоте.

Зад9. Три дома соединены дорожками. Внутри треугольника, образованного дорожками, построена беседка. От беседки к каждому из домов ведет прямая тропинка. Требуется заасфальтировать либо все дорожки, либо все тропинки. Доказать, что а) на тропинки уйдет меньше асфальта, б) а если их покрывать асфальтом в два слоя, то больше.

Зад10. Дан угол и точка внутри него. Она отражается симметрично относительно сторон угла, и получившиеся точки соединяются отрезком. Докажите, что часть этого отрезка, высекаемая углом, составляет меньше половины его длины.

Зад11. Докажите, что в треугольнике со сторонами a,b,c 

а) 
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б) 
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( угол C – тупой.

Для самостоятельного решения

Зад12. Существует ли выпуклый многоугольник, в котором сумма длин диагоналей равна периметру?

Зад13. В правильный треугольник впишите треугольник наименьшего периметра так, чтобы его вершины попали на разные стороны, а одна – в середину стороны.

Зад14. На биссектрисе угла отмечена точка. Провести через нее отрезок минимальной длины с концами на сторонах угла.

Зад15*. Найти внутри остроугольного треугольника точку, сумма расстояний от которой до вершин минимальна.

Делимость, остатки – 2

Лемма 1. Пусть a – целое, b – натуральное число. Тогда a можно единственным образом представить в виде a=kb+r, где k и r – целые, 0(r<b.

Определение 1. Число k в лемме 1 называется (неполным) частным, а число r – остатком при делении a на b с остатком. Если остаток равен 0, то a делится на b (без остатка) (записывается 
[image: image10.wmf]b
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Упр2. x=100k-16, k – целое. Чему равны частное и остаток при делении x а) на 100; б) на 5?

Упр3. Делимое и делитель увеличили в три раза. Как изменятся неполное частное и остаток?

Упр4. Разность двух чисел делится на b ( числа дают одинаковые остатки при делении на b.
Определение. В этом случае будем говорить, что числа равны по модулю b и писать 
[image: image11.wmf])
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Зад5. Докажите, что остаток от деления простого числа на 30 – простое число или 1.

Теорема 6 (действия с остатками). Пусть число a1 дает при делении на b остаток r1, число a2 – остаток r2. Тогда

а) (сложение остатков) Число a1+a2 при делении на b дает тот же остаток, что и число r1+r2.
б) (вычитание остатков) Число a1–a2 при делении на b дает тот же остаток, что и число r1–r2.
в) (умножение остатков) Число a1a2 при делении на b дает тот же остаток, что и число r1r2.

Зад7. Докажите, что натуральное число сравнимо а) со своей суммой цифр по модулю 9; б) со своей знакочередующейся суммой цифр по модулю 11.

Зад8. Докажите, что делится на 24
а) произведение 4 последовательных целых чисел; б) разность квадратов двух простых чисел, больших 3.

Теорема 9 (правило сокращения).

Пусть m и b – взаимно просты. Тогда 
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Зад10. Найдите все такие x, что 19x оканчивается на 99.

Для самостоятельного решения

Зад11. В прямоугольном треугольнике все стороны целые. Докажите, что его площадь делится на 6.

Зад12. Можно ли клетчатый квадрат 1999(1999 разрезать по границам клеток на 10000 прямоугольников с равными диагоналями?

Зад13. Может ли сумма 13 точных квадратов быть точным квадратом?

Зад14. Пусть m не делится на простое число p. Тогда
14-1. Числа m, 2m, 3m, …, (p-1)m дают различные остатки по модулю p.

14-2. Числа (p-1)! и mp-1(p-1)! дают одинаковые остатки при делении на p.

14-3. (малая теорема Ферма)
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Индукция (ликбез)

1. Из квадрата клетчатой бумаги размером 2n(2n вырезали одну угловую клетку. Докажите, что полученную фигуру можно разрезать на «уголки» из трех клеток.

2. Последовательность 
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 задана правилом: a1=1, а каждый член, начиная со второго, вычисляется по формуле 
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. Докажите, что an = 2n-1.

3. Докажите, что любую сумму, начиная с 8 рублей, можно выплатить монетами по 3 рубля и 5 рублей.

4. Доказать тождества: 

a) 1+2+…+n = 
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b) 1+3+...+ (2n(1) = n2;
c) 12+22+…+n2 = 
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d) 12+32+...+(2n-1) 2 =
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f) 
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g) 13+23+…+n3=(1+2+…+n)2.
5. Докажите, что число 11…1 (3n единиц) делится на 3n.

6. На сколько частей делят плоскость n прямых, среди которых нет параллельных и никакие три не пересекаются в одной точке? (Прямые «общего положения»).

Задачи по индукции для самостоятельного решения

1. На плоскости расположено несколько прямых и окружностей. Докажите, что части, на которые они разбивают плоскость, можно покрасить в два цвета так, что любые две части, имеющие общий участок границы, покрашены в разные цвета.

2. В прямоугольнике 3(n (3 строки, n столбцов) расставлены фишки трех цветов по n штук каждого цвета. Докажите, что переставляя фишки в строчках, можно сделать так, чтобы в каждом столбце были фишки всех трех цветов.

3. Отряд девочек отправился в поход. После того, как они вернулись, их родителям стало известно, что хотя бы одна из них искупалась в походе без разрешения, и каждый решил высечь свою дочь, если узнает о том, что она купалась. Каждое утро девочки ходят в школу и обмениваются слухами о том, кто искупался в походе и кого высекли родители, которые сообщают вечером родителям (исключая информацию о том, купались ли они сами). Через 13 дней несколько отцов, получив очередную порцию информацию, догадались о провинности их дочерей и высекли их. Сколько детей получило в этот вечер наказание?

4. Можно ли отметить на плоскости несколько точек так, чтобы на расстоянии 1 от каждой отмеченной точки находилось ровно 10 отмеченных?

Графы – 3: Ребра и компоненты, циклы, деревья

Дирихле степеней

Зад1. Докажите, что по итогам однокругового турнира всегда найдутся две команды, сыгравшие одинаковое число игр вничью.

Зад2. Во дворе живут 4 песика: Бобик, Робик, Тобик и Толстолобик. Каждому из них случалось драться с кем-нибудь из остальных, причем у Бобика, Робика и Тобика число тех, с кем они дрались – разное. Со сколькими собаками двора дрался Толстолобик?

Зад3. Докажите, что у каждого многогранника найдутся две грани с одинаковым числом сторон.

Зад4. Степень каждой вершины связного графа – не менее 100. Одно ребро выкинули. Может ли получиться несвязный граф?

Определение. Ребро, при выкидывании которого граф перестает быть связным, называется мостом. Циклом называется замкнутый путь по ребрам графа без повторяющихся ребер.

Упр5. Докажите, что мост не входит ни в какой цикл.

Зад6. В Огогондии 2000 городов. Президент издал указ связать их железными дорогами в единую сеть. Каждая ветка связывает два города, не пересекаясь с другими ветками. Докажите, что всего понадобится не менее 1999 веток.

Определение. Деревом называется связный граф без циклов.

Теорема 7 (свойства деревьев). а) В дереве порядка n ровно n-1 ребро. б) Если в связном графе n-1 ребро, то это – дерево. в) Каждое ребро дерева – мост.

Зад8. Из спичек сложили квадрат, разбитый линиями из спичек на 64 квадратных поля со стороной в одну спичку. Какое наименьшее число спичек надо убрать, чтобы с любого поля на любое другое можно было пройти, не перепрыгивая через спички?

Теорема 9 (о числе ребер связного графа). В графе порядка n с k компонентами связности – не менее n-k ребер.

Зад10. Можно ли раскрасить ребра куба в два цвета так, чтобы по ребрам каждого цвета можно было пройти из любой вершины в любую?

Зад11. В связном графе между любыми двумя вершинами есть маршрут из не более чем трех ребер, а степень каждой вершины не более, чем 4. Докажите, что в графе не более 53-х вершин.

Зад12. Сеть дорог в графстве Вишкиль устроена так, что из любого города можно добраться в любой другой ровно одним способом. а) Докажите, что есть город, из которого выходит ровно одна дорога; б) Докажите, что таких города по крайней мере два.

Зад13. В соседнем графстве Омутнинске тоже можно добраться из любого города в любой, но, возможно, более чем одним способом. Докажите, что начальник ГАИ графства может (в целях экономии) закрыть несколько дорог так, чтобы любые два города оказались соединены единственным маршрутом.

Упр14. Докажите, что если в графе порядка n есть не менее n ребер, то в нем есть цикл.

Для самостоятельного решения

Зад15. Петя заметил, что у всех его 25 одноклассников различное число друзей в этом классе. Сколько друзей у Пети? (Укажите все решения)

Зад16. В Зурбагане любой город соединен авиалиниями не более, чем с тремя другими, и из любого города в любой другой можно проехать, сделав не более одной пересадки. Какое наибольшее число городов может быть в Зурбагане?

Зад17. Каждая грань кубика разбита на 4 квадрата. Некоторые стороны этих квадратов раскрасили в красный цвет – всего 26 сторон. Докажите, что на поверхности кубика найдется замкнутая ломаная из красных отрезков.

Зад18. В графе с 2n вершинами n2+1 ребро. Докажите, что в нем есть три вершины, попарно соединенные ребрами.

Зад19. В компании из k человек (k>3) каждый узнал по новому анекдоту. За один телефонный разговор двое сообщают друг другу все известные им анекдоты. Пусть n - наименьшее число разговоров, за которые все могут узнать все анекдоты. Докажите, что: а) k-1(n(2k-3 б) n(2k-4 в)* n(1,5k-2 г)** n(2k-5 д)*** n=2k-4 .

Площади

Свойства площадей.

1. Площадь целого равна сумме площадей частей. 

2. Равные фигуры имеют равные площади.

3. Площадь прямоугольника со сторонами a и b равна ab.

Теорема 1. Площадь параллелограмма ABCD равна произведению стороны AD на расстояние между прямыми AD и BC.

Теорема 2. Площадь треугольника равна половине произведения стороны на высоту, опущенную на эту сторону.

Теорема 3. Площадь трапеции равна произведению полусуммы оснований на высоту.

Упр4. Докажите, что а) медиана разбивает треугольник на два равновеликих треугольника; б) три медианы разбивают треугольник на шесть равновеликих треугольников.

Упр5. Докажите, что а) площадь треугольника со сторонами а, b, c не превосходит 
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; б) площадь четырехугольника с диагоналями p и q не превосходит 
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Упр6. Найдите площади фигур, изображенных на рисунке 1.

Упр7. Существует ли такой треугольник, что а) все его стороны больше 1 км, а площадь меньше 1 см2; б) все его высоты меньше 1 см, а площадь больше 1 км2; в) все стороны треугольника меньше 1 см, а его площадь больше 1 см2. 

Зад8. а) Через каждую вершину выпуклого четырехугольника проведена прямая, параллельная его диагонали. Докажите, что полученный параллелограмм по площади вдвое больше четырехугольника.

б) Середины соседних сторон выпуклого четырехугольника соединены отрезками. Докажите, что площадь полученного четырехугольника вдвое меньше площади данного.

Зад9. Докажите, что площадь треугольника с вершинами в узлах сетки не менее 
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Зад10. В четырехугольнике ABCD диагонали пересекаются в точке O. Докажите, что AD параллельна BC ( треугольники ABO и CDO равновелики. 

Теорема 11. а) Площадь треугольника равна половине произведения периметра на радиус вписанной окружности. б) Площадь описанного многоугольника равна половине произведения периметра на радиус вписанной окружности.

Зад12. а) Преподаватель и школьник делят квадратный пирог. Преподаватель отмечает внутри пирога точку, а школьник соединяет ее отрезками со всеми вершинами квадрата и забирает себе любые два куска, не имеющие общих сторон. Как должен действовать преподаватель, чтобы получить побольше пирога?

б) Внутри квадрата отметим две точки и соединим их отрезками со всеми вершинами (см. рис. 2). Могут ли все девять полученных частей иметь одинаковую площадь?

Зад13. Внутри равностороннего треугольника выбрана точка, и из нее опущены перпендикуляры на все три стороны. Докажите, что сумма длин этих перпендикуляров не зависит от выбора точки.

Для самостоятельного решения

Зад14. Квадрат разрезан прямыми, параллельными его сторонам, на прямоугольники, которые раскрашены в черный и белый цвета в шахматном порядке (см. рисунок 3). При этом оказалось, что общая площадь черных прямоугольников равна площади белых прямоугольников. Докажите, что прямоугольники можно переместить так, что все черные прямоугольники составят один прямоугольник. 

Зад15. Стороны прямоугольника на шахматной доске параллельны сторонам доски. Докажите, что разность суммарных площадей белых и черных частей прямоугольника не превосходит площади одной клетки.

Зад16. Докажите неравенство для площади четырехугольника (a,b,c,d – стороны по порядку): 
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Зад17. (Принцип Кавальери) а) На плоскости нарисованы два выпуклых многоугольника и прямая. Известно, что любая прямая, параллельная данной, пересекается с многоугольниками по отрезкам раной длины. Докажите, что эти многоугольники равновелики. б) Докажите, что два равновеликих прямоугольника можно расположить на плоскости так, что они будут пересекаться по равным отрезкам с любой прямой, параллельной данной.

Зад18. (Корректность площади: решать, не используя понятия площади) а) Прямоугольник разрезали на несколько меньших прямоугольников. Для каждого вычислили произведение длины на ширину. Докажите, что сумма этих чисел равна произведению длины на ширину исходного прямоугольника. б) Один прямоугольник лежит в другом (возможно, косо). Докажите, что у внутреннего произведение длины на ширину меньше.

Геометрические неравенства – 2

Упр1. Среди всех треугольников с данными сторонами AB и AC найдите тот, у которого наибольшая площадь.

Упр2. Из какой точки треугольника ABC сторона AB видна под наименьшим углом?

Выпрямление

Зад3. На биссектрисе внешнего угла C треугольника ABC взята точка M, отличная от C. Докажите, что MA+MB>CA+CB.

Зад4. а) Петя хочет пройти к киоску на другой стороне улицы. Мостовую (полосу с параллельными краями) он должен пересечь под прямым углом. Постройте для него кратчайший путь. б) То же для перекрестка (см. рисунок).

Зад5. Внутри угла лежат две точки A и D. Соедините их ломаной ABCD наименьшей длины с точками B и C на разных сторонах угла.

Уменьшение суммарной длины

Упр6. Докажите, что если отрезки AB и CD пересекаются, то AC+BD<AB+CD.

Зад7. Дана замкнутая ломаная, причем любая другая замкнутая ломаная с теми же вершинами имеет бóльшую длину. Докажите, что эта ломаная несамопересекающаяся.

Зад8. На плоскости дано n красных и n синих точек, никакие три из которых не лежат на одной прямой. Докажите, что можно провести n отрезков с разноцветными концами, не имеющих общих точек.
Разные задачи

Зад9. Докажите, что в треугольнике а) та из двух высот меньше, которая проведена к большей стороне; б) то же для медиан.

Зад10. Докажите, что любой отрезок внутри треугольника не превосходит его наибольшей стороны.

Зад11. В некотором лесу расстояние между любыми двумя деревьями не превосходит разности их высот. Высота любого дерева меньше 100м. Докажите, что этот лес можно огородить забором длиной 200м.

Зад12. В треугольнике ABC проведена биссектриса AL. Докажите, что AB>AC ( LB>LC.
Зад13. Докажите, что в треугольнике сумма высот меньше периметра.

Для самостоятельного решения

Зад14. Внутри выпуклого четырехугольника с суммой диагоналей d расположен выпуклый четырехугольник с суммой диагоналей d'. а) Может ли оказаться d'>d ? б) Докажите, что d'<2d.

Зад15. Докажите, что любой многоугольник периметра 1 можно поместить в круг радиуса ¼.

Зад16. а) На плоскости отмечены 10 точек. Докажите, что на данной окружности радиуса 1 найдется точка, сумма расстояний от которой до отмеченных не меньше 10.

б) На столе лежит 50 правильно идущих часов. Докажите, что в некоторый момент сумма расстояний от центра стола до концов минутных стрелок окажется больше сумм расстояний от центра стола до центров часов.

Теория чисел. Основная теорема арифметики. НОД и НОК.

Лемма 1. У составного числа a найдется такой простой делитель p, что p2(a.

Упр2. Как проверить, что числа 1997 и 1999 – простые?

Упр3. Найдите НОД(99!+100!, 101!).

Теорема 4. Простых чисел бесконечно много.

Основные факты, следующие из единственности разложения на простые множители:

1. Если ab делится на простое число p, то одно из чисел a и b делится на p.

2. Если a делится на b и a делится на c, причем НОД(b,c)=1, то a делится на bc.

3. Если ab делится на c и НОД(a,c) =1, то b делится на c.

Зад5. а) Найдутся ли 3 натуральных числа таких, что ни одно из них не делится на другое, а произведение любых двух из них делится на третье? б) Тот же вопрос про 10 чисел?

Зад6. Докажите, что НОД (a,b)·НОК(a,b)=ab.

Зад7. Каким может при натуральных n быть НОД чисел а) 2n-17 и n-8 ; б) 13n+8 и 8n+5?

Алгоритм Евклида

Лемма 8. Если a=bq+r, то НОД (a,b) = НОД (b,r).

Упр9. Найдите а) НОД(1998, 8991); б) НОД(7387, 82861).

Зад10. Найдите а) НОД
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; б) НОД(2100-1, 2120-1); в) НОД(2m-1, 2n-1).

Зад11. На прямой сидит блоха, и прыгает всякий раз либо на 15 сантиметров вправо, либо на 21 сантиметр влево. В каких точках прямой может побывать эта блоха?
Зад12. В банке 500 долларов. Разрешаются две операции: взять из банка 300 долларов или положить в него 198 долларов. Эти операции можно проводить много раз, при этом, однако, никаких денег, кроме тех, что первоначально лежат в банке, нет. Какую максимальную сумму можно извлечь из банка и как это сделать?

Для самостоятельного решения

Зад13. Докажите, что 
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Зад14. При каких n можно найти n натуральных чисел, чья сумма равна их НОК?

Зад15. Докажите, что в вершинах любого многогранника можно расставить натуральные числа так, чтобы числа в вершинах связанных ребром имели общий делитель больше 1, а не связанные ребром не имели. 

Зад16. Докажите основную теорему арифметики (ОТА):

16-1. Если r – остаток от деления a на b, то НОД(a,b) = НОД(b,r).

16-2. Если d = НОД(a,b), то найдутся такие целые m и n, что d=ma+nb.

16-3. Если a не делится на простое число p, то найдутся целые m и n, что 1=ma+np.

16-4. Если 
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16-5.(ОТА) Разложение натурального числа в произведение простых сомножителей единственно с точностью до порядка сомножителей.
Зад17. Числа a, b, c – целые. Докажите, что уравнение ax+by=c имеет решение в целых числах ( 
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Самостоятельная работа – 2

1. Внутри выпуклого четырехугольника найдите точку, сумма расстояний от которой до вершин минимальна. 
2. На окружности отмечены 7 красных и 5 синих точек. Каких треугольников с вершинами в этих точках больше: одноцветных или разноцветных? На сколько? 

3. В классе каждый мальчик дружит с тремя девочками, а каждая девочка – с четырьмя мальчиками. Докажите, что число школьников в классе делится на 7.

4. Какой остаток при делении на 23 даст число 100100!?
5. Диагонали четырехугольника ABCD пересекаются в точке O. Сумма площадей треугольников ABO и CDO равна половине площади четырехугольника. Докажите, что O является серединой одной из диагоналей.

Формула Пика

Теорема (Формула Пика). Вершины многоугольника (не обязательно выпуклого) расположены в узлах клетчатой бумаги с клетками размера 1(1. Внутри его лежит n узлов, а на границе m узлов. Тогда площадь этого многоугольника равна 
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Упр1. Убедитесь в справедливости формулы Пика для многоугольников, изображенных на рисунке 1.

Зад2. Докажите формулу Пика, разбив доказательство на ряд шагов:
2.1. Проверьте формулу Пика для прямоугольника со сторонами, идущими по линиям сетки.

2.2. Докажите формулу Пика для многоугольника со сторонами, идущими по линиям сетки.

2.3. Докажите формулу Пика для прямоугольного треугольника с катетами, идущими по линиям сетки 
2.4. Докажите формулу Пика для многоугольника, составленного из двух многоугольников, для которых формула Пика уже доказана.

2.5. Пусть многоугольник, для которого формула Пика уже проверена, составлен из двух многоугольников. Докажите, что если формула Пика выполняется для одного из них, то она выполняется и для другого.

2.6. Докажите формулу Пика для произвольного треугольника с вершинами в узлах сетки (см намек на рис. 2).

2.7. Докажите, что всякий выпуклый многоугольник можно разбить диагоналями на треугольники.

Теорема 2.8. Докажите, что любой (не обязательно выпуклый) многоугольник можно разбить диагоналями на треугольники.

2.9. Докажите формулу Пика для произвольного многоугольника с вершинами в узлах сетки.

Упр3. Нарисуйте треугольник площади ½ , у которого все стороны больше 5, а вершины лежат в узлах сетки.

Упр4. Замкнутая несамопересекающаяся ломаная идет по линиям сетки и проходит по одному разу через все узлы клетчатого квадрата 7(7. Найдите площадь фигуры, ограниченной этой ломаной.

Зад5. а) Точку M внутри треугольника соединили с его вершинами, в результате треугольник разбился на три равновеликие части. Докажите, что M – точка пересечения медиан треугольника. б) Вершины треугольника расположены в узлах клетчатой бумаги, причем на его сторонах других узлов нет, а внутри есть ровно один узел О. Докажите, что О – точка пересечения медиан треугольника.

Зад6. Пусть А и В – два узла клетчатой бумаги, из которых второй на p клеток правее и на q клеток выше первого. Чему равно расстояние от прямой АВ до ближайшего к ней узла, не лежащего на этой прямой?
Зад7. Докажите, что найдется прямая, проходящая через два узла клетчатой бумаги, и не лежащий на этой прямой узел, такой, что расстояние между ними меньше 
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Зад8. Докажите, что для любого многоугольника с вершинами в узлах сетки отношение его площади к квадрату любой стороны рационально.

Зад9. Шахматный король обошел доску 8(8 клеток, побывав на каждом поле ровно 1 раз и последним ходом вернувшись на исходное поле. Ломаная, последовательно соединяющая центры полей, не имеет самопересечений. а) Нарисуйте такую ломаную; б) найдите площадь, ограниченную этой ломаной.

Задачи по формуле Пика для самостоятельного решения

Зад10. Найдется ли правильный треугольник с вершинами в узлах сетки?
Зад11. Найдется ли прямоугольный треугольник с целыми сторонами и вершинами в узлах сетки а) на сторонах которого нет узлов сетки кроме вершин; б) ни одна из сторон которого не проходит по линиям сетки?

Зад12. Докажите, что если вершины выпуклого n-угольника лежат в узлах клетчатой бумаги, а внутри и на его сторонах других узлов нет, то n<5.

Зад13. На большой шахматной доске отметили 2n клеток так, что ладья может ходить по всем отмеченным клеткам, не перепрыгивая через неотмеченные. Докажите, что фигуру из отмеченных клеток можно разрезать на n прямоугольников.

Зад14* Ладья, шагая по одной клетке, за 64 хода обошла все клетки шахматной доски и вернулась на исходную клетку. Докажите, что число ходов по вертикали не равно числу ходов по горизонтали.

Теорема Бойяи–Гервина

Определение. Два многоугольника равносоставлены, если один из них можно перекроить в другой (то есть разрезать на части, переложив которые, можно получить другой).

Ясно, что любые два равносоставленных многоугольника равновелики.

Теорема 1 (Бойяи-Гервина) Всякие два равновеликих многоугольника равносоставлены.

1.1. Если многоугольники P и Q равносоставлены и многоугольники Q и R равносоставлены, то многоугольники P и R – тоже равносоставлены.

1.2. Всякий треугольник можно перекроить а) в параллелограмм; б) в прямоугольник.

1.3. Пусть два равновеликих параллелограмма с равными основаниями ABCD и ABEF расположены так, что точки C, E, D, F лежат на одной прямой именно в указанном порядке. Тогда эти параллелограммы равносоставлены.

1.4. Два равновеликих параллелограмма с равными основаниями равносоставлены.

1.5. Если a больше какой-нибудь стороны прямоугольника, то прямоугольник можно перекроить в параллелограмм со стороной a.

1.6. Если a больше какой-нибудь стороны прямоугольника, то прямоугольник можно перекроить в прямоугольник со стороной a.

1.7. Любые два прямоугольника равносоставлены.

1.8. Любой треугольник можно перекроить в прямоугольник со стороной 1.

1.9. Фигуру, разбиваемую на треугольники, можно перекроить в прямоугольник со стороной 1.

1.10. Любые два равновеликих многоугольника равносоставлены.

Определение. Фигуры называются равнодополняемыми, если их можно получить, отрезая от равных фигур одну или несколько равных частей.

Упр2. Докажите, что равнодополняемые фигуры равновелики.

Упр3. Докажите, что параллелограмм равнодополняем некоторому прямоугольнику.

Теорема 4. Равновеликие многоугольники равнодополняемы.

Зад5. Придумайте какой-нибудь способ перекроить прямоугольник 3(1 в квадрат.

Зад6. Перекроите прямоугольник 3(4 в квадрат, разрезав его всего на 3 части!

Зад7. Перекроите прямоугольник 3(1 в квадрат, разрезав его не более чем на 6 частей.

Для самостоятельного решения

Зад8. Перекроите квадрат в правильный шестиугольник, разрезав его не более чем на а) 8 частей; б)* 5 частей.

Зад9. Перекроите квадрат в 3 равных квадрата, разрезав его не более чем на а) 10 частей; б) 7 частей.

Зад10. Перекроите квадрат в правильный треугольник, разрезав его не более, чем на а) 10 частей; б)* 5 частей.

Зад11. Пусть 
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. Перекроите квадрат со стороной c в два квадрата со сторонами a и b, разрезав его не более, чем на 5 частей (число частей не должно зависеть от a и b).
Двудольные графы

Подсчет ребер двумя способами

Зад1. В классе каждый мальчик дружит с тремя девочками, а каждая девочка – с пятью мальчиками. 17 из них любят играть в матбой, и в классе 15 парт. Сколько всего ребят в классе? 

Зад2. В прошлом учебном году в городе прошли такие мат.олимпиады: городская, областная, и турнир городов. В каждой из них участвовало нечетное число учеников маткласса, причем участник участвовал в нечетном числе олимпиад. Всего в матклассе 20 учеников. Докажите, что кое-кто из них не был ни на одной олимпиаде.

Определения. Граф – двудольный, если его вершины можно раскрасить в два цвета так, что не будет ребер с концами одинакового цвета.

Упр3. В двудольном графе сумма степеней вершин каждого цвета равны между собой.

Упр4. Если в двудольном графе степени всех вершин одинаковы, то вершин каждого цвета поровну.

Максимальное число ребер

Упр5. Какое наибольшее число ребер может быть в двудольном графе с b белыми и r черными вершинами?

Зад6. Какое наибольшее число ребер может быть в двудольном графе а) с 2n вершинами; б) с 2n+1 вершиной?

Зад7. В строку выписано 11 целых чисел. Для любой группы подряд идущих чисел подсчитана ее сумма (группы из одного числа тоже учитывались). Какое наибольшее количество сумм могло оказаться нечетными?

Обходы

Упр8. Может ли конь обойти шахматную доску 7(7 так, чтобы побывать на каждом поле ровно по одному разу и вернуться последним ходом на исходное поле?

Упр9. Докажите, что в двудольном графе нет нечетных циклов.

Зад10. У куба отмечены вершины и центры граней, а также проведены диагонали всех граней. Можно ли по отрезкам этих диагоналей обойти все отмеченные точки, побывав в каждой из них ровно по одному разу?

Лемма 11. Пусть Г – двудольный граф с черными и белыми вершинами. а) Если в Г есть замкнутый цикл, проходящий через каждую вершину ровно по одному разу, то вершин каждого цвета – поровну. б) Если в Г есть путь, проходящий через каждую вершину ровно по одному разу, то что число белых вершин отличается от числа черных вершин не более чем на 1.

Зад12. Замок в форме треугольника со стороной 50 метров разбит на 100 треугольных залов со сторонами 5 м. В каждой стенке между залами есть дверь. Какое наибольшее число залов сможет обойти турист, не заходя ни в какой зал дважды?

Правильная раскраска в два цвета. Нечетные циклы.

Зад13. Несколько равносторонних треугольников на плоскости не перекрываются. Всегда ли можно раскрасить их в два цвета так, чтобы треугольники с общим отрезком границы были разного цвета?

Лемма 14. Дерево – двудольный граф.

Теорема 15. (критерий двудольного графа) Граф – двудольный ( в графе нет нечетных циклов.

Зад16. При каких n можно в вершинах n-угольника расставить натуральные числа так, чтобы на каждой стороне одно число делилось на другое, а для всех остальных пар чисел такого не было?

Для самостоятельного решения

Зад17. а) В клетки доски 8x8 записали числа 1,2,...,64 в неизвестном порядке. Разрешается узнать сумму чисел в любой паре клеток с общей стороной. Всегда ли можно узнать расположение всех чисел? б) То же для доски 9x9.

Зад18. Можно ли в клетки шахматной доски расставить натуральные числа так, чтобы для любых клеток с общей стороной одно из чисел делилось на другое, а для всех остальных пар клеток такого не было. б) Тот же вопрос для пар клеток с общей стороной или вершиной.

Зад19. Гриша записал в клетки шахматной доски числа 1,2,...,64 в неизвестном порядке. Он сообщил Леше сумму чисел в каждом прямоугольнике из двух клеток и добавил, что 1 и 64 лежат на одной диагонали. Докажите, что по этой информации Леша может точно определить, где какое число записано.

Зад20. Вершины конечного графа как-то пронумеровали от 1 до n, затем на каждом ребре записали сумму номеров в его концах, а номера в вершинах стерли. Докажите, что 
а) Если граф не двудольный, то нумерация однозначно восстанавливается.

б) Если нумерация однозначно не восстанавливается, то этот граф двудольный с равным количеством вершин обоих цветов.

Самостоятельная-блиц на ГМТ

Изобразите следующие ГМТ:

С1. ГМТ, равноудаленных от двух данных пересекающихся прямых.

С2. ГМТ, удаленных от данной прямой больше чем на R.

С3. ГМТ, удаленных от точки A дальше, чем от точки B.

С4. АМ + МВ = АВ, где A и B – заданные точки.
С5. все точки M для которых AM<AB<BM, где A и B – заданные точки.

С6. ГМТ середин отрезков длины R с концами на двух данных перпендикулярных прямых (один конец на первой, другой – на второй прямой).

Геометрическое место точек (ГМТ)

Упр1. Найдите геометрическое место центров всевозможных окружностей, проходящих через две данные точки А и В.

Упр2. Пусть А, В и С – точки, не лежащие на одной прямой. Найдите ГМТ М таких, что ближайшей к М точкой среди точек А, В и С является А.

Зад3. Даны две параллельные прямые. Найдите ГМТ, для которых расстояние до первой вдвое больше, чем до второй.

Зад4. На плоскости изображена окружность радиуса 2000. Найдите ГМТ М, для каждой из которых расстояние до ближайшей к М точки окружности равно 1.

Зад5. Даны точки А и В. Найдите ГМТ М таких, что точки А, В и М являются вершинами равнобедренного треугольника.

Зад6. Найти геометрическое место четвертых вершин квадратов таких, что остальные три вершины лежат на двух данных перпендикулярных прямых.

Зад7. Найти ГМТ, равноудаленных от трех данных прямых.

Зад8. Пусть А, В и С – точки, не лежащие на одной прямой. Найдите ГМТ М таких, что:

8.1. прямая СМ пересекает отрезок АВ;

8.2. луч СМ пересекает отрезок АВ;

8.3. отрезок СМ пересекает отрезок АВ;

Зад9. Найдите ГМТ, равноудаленных от сторон данного угла.

Зад10. Найдите геометрическое место центров всевозможных окружностей, которые пересекают данный отрезок ровно в двух точках.

Зад11. Если в треугольнике отметить точку P и соединить ее с вершинами, то треугольник разобьется на три меньших треугольника. Найдите ГМТ Р, для которых сумма площадей двух из этих треугольников будет равна площади третьего.

Для самостоятельного решения

Зад12. Даны точки А и В. Найдите ГМТ М таких, что

12.1. (ВАМ – наименьший угол треугольника АВМ;

12.2. (АМВ – средний по величине угол треугольника АВМ;

12.3. (АВМ – наибольший угол треугольника АВМ.

Зад13. Даны горизонтальная прямая l и точки А и В по одну сторону от нее. Найдите ГМТ М таких, что прямая АМ пересекает прямую l левее, чем прямая ВМ.

Комбинаторика: основные формулы.

Упр1. Среди 12 школьников требуется выбрать дежурных на ближайшие шесть дней – на каждый день по дежурному. Сколько существует различных выборов?
Упр2. Сколькими способами можно выбрать из слова «лмышонок» пару из гласной и согласной букв?

Упр3. У скольких 10-значных чисел все цифры различны?

Упр4. Среди 12 школьников требуется выбрать шесть футболистов. Сколько существует различных выборов?

Обозначение. x в убывающей степени k
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Упр5. Вычислите или упростите: а) 
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Определение. Числом размещений из n элементов по k называется количество способов выписать в строчку k разных чисел из данных n (строчки, отличающиеся порядком, считаются разными). Оно обозначается 
[image: image40.wmf]k
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Теорема 6. 
[image: image41.wmf]k
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Определение. Числом сочетаний из n элементов по k называется количество способов выбрать k чисел из чисел от 1 до n (наборы, отличающиеся лишь порядком, считаются одинаковыми). Оно обозначается 
[image: image42.wmf]k
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Упр7. Сколько размещений можно сделать из одного сочетания по k элементов?

Теорема 8. 
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Упр9. На окружности отмечены 5 красных, 7 желтых и 9 зеленых точек. Сколько есть треугольников в этих точках, у которых все вершины а) зеленые; б) одноцветные; в) все разноцветные; г) не все одноцветные?

Зад10. Сколько различных строк можно получить, переставляя буквы в словах а) ПЕРЕГОРОДКА; б) МАТЕМАТИТИКА.

Зад11. Для проведения вступительной олимпиады преподаватели разбивают 70 школьников следующим образом: список в алфавитном порядке разбивается на 4 части, первая идет в первую аудиторию, вторая – во вторую и т. д. При этом в каждую аудиторию отправляется хотя бы один школьник. Сколькими способами можно произвести распределение? 

Зад12. Сколько решений имеет уравнение x+y+z=2000 а) в натуральных числах; б) в целых неотрицательных числах? 

Зад13. Преподаватели снова делят 70 школьников на 4 аудитории, но в этот раз без учета алфавитного порядка. Найдите число способов.

Зад14. Хромая ладья ходит на 1 клетку вправо или на 1 клетку вверх. Занумеруем столбцы слева направо, а строки снизу вверх числами 0, 1, 2, 3. Найдите количество путей, ведущих из левой нижней клетки в клетку на пересечении m-го столбца и n-ной строки.
Зад15. Сколько решений в нечетных натуральных числах имеет уравнение x+y+z+t=2000?

Для самостоятельного решения

Зад16. Сколькими способами можно расставить k ладей на доске N(N так, чтобы они не били друг друга?

Зад17. Сколько есть решений уравнения x+y+z=100 в натуральных числах от 1 до 60?

Зад18. Сколькими способами можно расставить числа 1, 2, …, 20 в строку так, чтобы каждое число, кроме единицы, было больше по крайней мере одного из своих соседей?

Счастливые билеты

Определение. Билет с шестизначным номером от 000000 до 999999 называется счастливым, если сумма его первых трех цифр равна сумме последних трех цифр.

Наша цель – найти количество счастливых билетов (КСБ).

Упр1. Докажите, что КСБ не более 100000.

Обозначение. ak – количество трехзначных номеров с суммой цифр k, bk – количество шестизначных номеров с суммой цифр k.
Зад2. Докажите, что КСБ с суммой цифр 2k равно 
[image: image44.wmf]2
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Упр3. Найдите a) a4; б) a9.

Зад4. Докажите, что КСБ равно 
[image: image45.wmf]2
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Зад5. Докажите, что ak= a27-k.

Зад6. Докажите, что КСБ равно 
[image: image46.wmf])
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Определение. Рассмотрим все тройки неотрицательных целых чисел, удовлетворяющих уравнению x+y+z=k. Назовем нарушением, если x, y или z больше 9. Назовем тройку хорошей, если в ней нет нарушений и плохой в противном случае. Аналогично определяются плохие и хорошие шестерки.

Упр7. Найдите количество плохих троек при k=10 и k=11.
Зад8. Докажите, что при 10(k(19 количество плохих троек равно 3ak-10.

Упр9. Найдите все ak при k=0,1,2,…,12,13 и вычислите КСБ.

Зад10. Докажите, что КСБ равно количеству шестизначных номеров с суммой цифр 27.

Зад11. Докажите, что КСБ<
[image: image47.wmf]5
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Зад12(???). Докажите, что при 10(k количество плохих шестерок с одним нарушением равно 
[image: image48.wmf]5
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Зад13. Докажите, что КСБ > 
[image: image49.wmf]5
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Зад14. Докажите, что при данном k количество плохих шестерок с двумя нарушениями в данных местах равно 
[image: image50.wmf]5
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Зад15. Докажите, что КСБ=
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Для самостоятельного решения

Зад16. Найдите количество а) четырехзначных; б) восьмизначных счастливых билетов.

Зад17. Выведите формулу, как в задаче 14, для количества восьмизначных счастливых билетов.

Построения

Схема решения задач на построение.

1. Анализ. Предположив, что объект уже построен, выявите его свойства.

2. Построение. При построении используются (идеальные) циркуль и линейка, результаты анализа, стандартные приемы построения.

3. Доказательство. Докажите, что построенный объект удовлетворяет условиям задачи.
4. Исследование. Исследуйте, сколько решений у задачи при разных исходных данных.
Упр1. Дан луч. Проведите из его вершины еще один луч, чтобы получился угол, равный данному.

Упр2. Постройте центр данной окружности.

Зад3. Постройте треугольник по двум сторонам и высоте, проведенной к третьей стороне.

Зад4. Постройте треугольник по двум сторонам и медиане, проведенной к третьей стороне.

Зад5. Постройте прямоугольный треугольник по гипотенузе и сумме двух катетов. 

Зад6. Дан угол и точка внутри него. Построить отрезок с концами на сторонах угла и серединой в этой точке.

Зад7. Разделите отрезок на а) 3; б) на n равных частей.

Зад8. Постройте треугольник по трем медианам.

Зад9. Постройте через данную точку прямую, параллельную данной, проведя не более четырех линий (т.е. четвертая проведенная линия и должна быть искомой параллельной).

Зад10. Даны две параллельные прямые и отрезок на одной из них. С помощью линейки разделите его пополам.

Зад11. Даны две точки A и B. С помощью только циркуля постройте две точки, удаленные друг от друга на расстояние а) 2AB; б) 3AB.

Для самостоятельного решения.

Зад12. Постройте четырехугольник по четырем углам и длинам двух противоположных сторон.

Зад13. На стороне треугольника постройте точку, сумма расстояний от которой до двух других сторон (или их продолжений) равна данному отрезку.

Зад14. а) Даны окружность, ее центр O и две точки A и B, не лежащие на окружности. Пользуясь только циркулем, постройте точки пересечения окружности с прямой AB. б) То же, но центр O не дан.

Бином Ньютона и биномиальные коэффициенты

Упр1. Сколько слагаемых будет после раскрытия скобок, но до приведения подобных в а) (a+b+c+…+i+j)(k+l+…+y+z); б) (a+b)10?

Упр2. Сколько слагаемых будет после раскрытия скобок и приведения подобных в а) (x2+x+1)10; б) (a+b)n?

Теорема 3 (бином Ньютона)
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Упр4. Выпишите формулы для а) 
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Зад5. Докажите следующие свойства биномиальных коэффициентов двумя способами – алгебраически и комбинаторно:
а) 
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Упр6. Выведите формулу бинома Ньютона по индукции.

Зад7. Пусть p – простое. Докажите, что

а) если 1(k(p-1, то 
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г) (малая теорема Ферма) 
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Зад8. Докажите, что а)
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Теорема 9.
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n

n

n

k

k

n

k

n

n

n

n

n

n

n

b

ab

C

...

b

a

C

...

b

a

C

b

a

C

a

)

b

a

(

+

+

+

+

+

+

=

+

-

-

-

-

-

1

1

2

2

2

1

1


Для самостоятельного решения

Зад10. Докажите, что произведение k последовательных целых чисел делится на k!

Зад11. Докажите, что 
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Зад12. Докажите, что 
[image: image68.wmf]1
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Игры на графах. Стратегия. Передача хода

Составление дерева игры.

Зад. Двое играющих наперегонки едят яблоки. Вначале первый выбирает  яблоко, затем второй – любое из оставшихся яблок, и они одновременно начинают есть. Они едят с одинаковой скоростью, и тот, кто доел, берет следующее яблоко. Кто из них сможет съесть больше и на сколько при любых действиях второго, если вначале есть а) 3 яблока весами 160 г, 140 г и 90 г б) 4 яблока весами 200 г, 150 г, 100 г и 80 г?

Зад. – пример с деревом.

Зад. 20 спичек. Можно брать 2, 3, или 4 , но нельзя столько, сколько предыдущий. Кто не может сходить – проигрывает. Кто выигрывает?

Вопросы.

Как перечислить позиции?

Что такое стратегия?

Как полностью проанализировать, когда позиций много (примеры: ладья на доске 100 на 100, поедание пешек 7 на 8). Достижимые позиции.

Для каких игр можно составить граф? (Обсудить шахматы ​– проблема рокировки, взятие на проходе).

Теорема о существовании стратегии для игр на графе.

Задачи на передачу хода:

Крестики-нолики, Гекс, Щелк, двойные шахматы.

Задачи для самостоятельного решения (передача хода и др.)

Зад1. 100 карточек в стопке пронумерованы числами от 1 до  100  сверху вниз. Двое играющих по очереди снимают сверху по одной или  несколько карточек и отдают  противнику. Выигрывает  тот, у  кого первого произведение всех чисел на карточках станет кратно 1000000. Может ли кто-то из игроков всегда выигрывать независимо от игры противника?
Зад2. От клетчатой доски m(n (m>2, n>2) осталась только рамка шириной 1. За один ход можно выпилить одну или несколько клеток, образующих прямоугольник, лишь бы при этом оставшая часть не распалась на два куска. Кто не может сделать хода – проигрывает. Кто из игроков может выигрывать независимо от игры противника?
Зад3. В Черноморском казино Остап Бендер играет с крупье в фишки. Игра состоит в том, что игроки по очереди (крупье – первым, Остап – вторым) перекладывают фишки с черного поля стола на красное. За один ход можно переложить не меньше одной фишки и не больше, чем уже есть на красном поле. Побеждает тот, кто положил на красное поле последнюю фишку. До начала игры на красном поле лежат 10 фишек, а на черном – некоторое известное Остапу количество (но не ноль). У Остапа в кармане лежат 10 фишек, которые он может до начала игры незаметно подбросить: некоторые – на красное, а некоторые – на черное. Докажите, что он сможет выиграть.

Зад4. Двое игроков по очереди выписывают натуральные числа. Первое число должно быть однозначным, каждое следующее – кратно предыдущему, больше него, но менее чем в 10 раз. Проигрывает тот, кто первым напишет число больше триллиона. Кто из игроков может выигрывать независимо от игры противника?

Площади и отношения. Ослабление условий

Символом S(...) будет обозначаться площадь фигуры, стоящей в скобках.

Зад1. а) Точка C1 лежит на отрезке AC2. Докажите, что 
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в) В треугольниках A1B1C1 и A2B2C2 (A1=(A2. Докажите, что 
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г) В треугольниках A1B1C1 и A2B2C2 (A1+(A2=180о. Докажите, что 
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Зад2. Докажите, что отношение двух сторон треугольника равно отношению отрезков, на которые биссектриса делит третью сторону.

Зад3. а) Две параллельные прямые высекают на сторонах угла с вершиной O отрезки A1A2 и B1B2. Докажите, что треугольники OA1B2 и OA2B1 равновелики.

б) Две параллельные прямые высекают на сторонах угла с вершиной O отрезки A1A2 и B1B2. Докажите, что 
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в) (Теорема Фалеса) Три параллельные прямые пересекают стороны угла в точках A1, B1, C1 и A2, B2, C2 соответственно. Докажите, что 
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Зад4. Две прямые высекают на сторонах угла с вершиной O отрезки A1A2 и B1B2. При этом 
[image: image75.wmf]2
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Зад5. На сторонах угла с вершиной O отмечены точки A1, A2 и B1, B2. При этом 
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Зад6. На стороне AB треугольника ABC сидит жук Кирюша. Он начинает ползти параллельно стороне BC до стороны AC, затем параллельно стороне AB до стороны BC, затем параллельно стороне AC до стороны AB, и так далее. Докажите, что через несколько шагов Кирюша вернется в исходную точку, и найдите сколько шагов ему на это потребуется (ответ может зависеть от исходного положения жука на AB).

Построение методом ослабления условий

Зад7. Даны точка P и две пары параллельных прямых (a║a', b║b', но a и b – не параллельны). Проведите через точку P прямую так, чтобы обе пары параллельных прямых отсекали на ней равные отрезки.

Зад8. Даны две пересекающиеся прямые. Найдите ГМТ, расположенных вдвое ближе к первой чем ко второй прямой.

Зад9. а) Найдите геометрическое место четвертых вершин квадратов, у которых три вершины лежат на сторонах данного угла.

б) Впишите квадрат в данный треугольник так, чтобы две вершины квадрата попали на данную сторону.

Для самостоятельного решения

Зад10. Даны угол ABC и точка M внутри него. Постройте окружность, касающуюся сторон угла и проходящую через точку M.

Зад11. В треугольнике ABC провели медиану AM, а затем – биссектрисы BK и BL полученных треугольников AMB и AMC соответственно. Докажите, что отрезки KL и BC параллельны.

Зад12. Даны две параллельные прямые и отрезок на одной из них. С помощью одной линейки разделите этот отрезок а) на две равные части; б)* на три равные части.

Эйлеровы пути и обходы

Определение. Путь, проходящий по каждому ребру графа ровно один раз, называется эйлеровым. Замкнутый эйлеров путь называется эйлеровым циклом.

Теорема 1. Пусть в графе есть незамкнутый эйлеров путь. Тогда степени двух концов этого пути нечетны, а степени всех остальных вершин четны.

Теорема 2. Пусть в графе есть эйлеров цикл. Тогда степени всех вершин четны.

Упр3. На плоскости нарисованы несколько окружностей так, что с любой можно перейти на любую, не сходя с этих окружностей. Докажите, что тогда существует замкнутый путь, проходящий по всем участкам всех окружностей ровно по разу.

Лемма 4. Если в графе степени всех вершин четны, то его можно представить в виде объединения циклов так, что каждое ребро входит ровно в один цикл.

Теорема 5. Если в связном графе степени всех вершин четны, то в нем есть эйлеров цикл.

Теорема 6. Если в связном графе степени ровно двух вершин нечетны, то в нем есть эйлеров путь с концами в нечетных вершинах.

Зад7. На занятии 20 школьников решили каждый по 2 задачи, причем каждая задача была решена ровно двумя школьниками. Докажите, что можно организовать разбор всех задач так, чтобы каждый школьник рассказал ровно по одной задаче.

Зад8. Из куска проволоки длиной 12 дециметров требуется спаять каркас куба с ребром в 1 дм. На какое наименьшее число частей придется предварительно разрезать этот кусок?

Зад9. Город в плане выглядит как квадрат 3(3, каждая сторона квартала-квадратика – участок улицы длиной 100м (включая внешний контур квадрата). Какой наименьший путь придется проделать паровому катку, чтобы заасфальтировать все улицы?

Для самостоятельного решения

Зад10. Можно ли сетку, состоящую из границ единичных квадратиков клетчатого квадрата 4(4 представить в виде объединения а) восьми ломаных длиной 5; б) пяти ломаных длиной 8?
Зад11. В Вишкилэнде все авиарейсы беспосадочные, летают туда и обратно, и из любого города (с пересадками) можно долететь в любой другой. Все рейсы поделены между двумя компаниями так, что для любой пары городов все прямые рейсы между ними принадлежат только одной компании, и из любого города рейсами одной компании можно улететь в такое же число городов, в какое и рейсами другой компании. Агенту 007 предписано путешествовать, меняя компанию при каждой пересадке. Докажите, что он может из столицы перелететь в любой город.

Зад12. На каждой горизонтали и каждой вертикали шахматной доски стоит не менее двух фигур. Всегда ли можно убрать несколько фигур так, чтобы на каждой вертикали и каждой горизонтали стояло ровно по две фигуры?

Зад13. 100 замов получили взыскания от 100 завов. При этом каждый зав наложил по одному взысканию на 15 замов, а каждый зам получил по одному взысканию от 15 завов. Докажите, что директор может снять часть взысканий так, что у каждого зама останется по одному взысканию, и все взыскания будут наложены разными завами.

Задача о короле и ладье

Клетки шахматной доски n(n раскрашены в синий и желтый цвета. Докажите, что либо ладья может пройти по синим клеткам с нижнего края на верхний, либо король может пройти с левого края на правый по желтым клеткам (то есть из двух возможностей всегда есть ровно одна!)

Пусть ладья не может пройти как требуется. Добавим снизу синюю горизонталь, перекрасим недостижимые с нее синие клетки в белый цвет, и сделаем жирными все стороны отрезков, отделяющие синюю клетку от желтой.

Лемма1. Из каждого внутреннего узла выходит четное число жирных отрезков.

Лемма2. На верхней и нижней границах нет концов жирных отрезков.

Лемма3. На правой и левой границе есть концы жирных отрезков.

Лемма4. Змейка может по жирным отрезкам проползти с левого края на правый.

Теорема5. Король может пройти по желтым клеткам с левого края на правый.

Лемма6. Если есть такая раскраска, что могут пройти и ладья, и король, то найдется раскраска для доски вдвое больших размеров, на которой ладья может пройти снизу вверх по синим и слева направо по желтым клеткам.

Клетки, которые не требуются для проходов ладьи, сделаем белыми (не цветными!). Назовем такую раскраску неожиданной.

Лемма7. В неожиданной раскраске нет целиком желтой горизонтали.

Занумеруем горизонтали снизу вверх, и номер горизонтали назовем высотой клетки. Выберем для доски данного размера минимальную неожиданную раскраску – то есть раскраску с наименьшей возможной суммой высот цветных клеток (почему такая найдется?).

Лемма8. На минимальной раскраске у каждой цветной клетки не более двух соседей ее цвета.

Ситуацию, когда в квадратике 2(2 ровно три клетки – цветные одного цвета, а оставшаяся клетка – нижняя, назовем уголком, при этом оставшуюся клетку квадратика назовем дополнением, а клетку по диагонали от нее – вершиной уголка.

Лемма9. В неожиданной раскраске есть уголок.

Упр10. Дополнение уголка либо белая клетка, либо крайняя клетка маршрута противоположного цвета, либо вершина уголка противоположного цвета.

Лемма11. Если дополнение уголка – белая клетка, то раскраска не минимальна.

Лемма12. Если дополнение уголка – крайняя клетка маршрута противоположного цвета, то раскраска не минимальна.

Лемма13. Дополнение уголка с минимальной суммой высот не является вершиной другого уголка.

Лемма14. Неожиданных раскрасок не существует.

Теорема15. При любой раскраске в два цвета верно ровно одно из двух: либо ладья может пройти по синим клеткам снизу вверх, либо король может пройти по желтым клеткам справа налево.

Лемма16. Если существуют две непересекающиеся ломаные внутри квадрата, одна из которых соединяет верхнюю сторону с нижней, а вторая – правую с левой, то существует неожиданная раскраска некоторой шахматной доски.

Теорема17. Если внутри квадрата проведены две ломаные, одна из которых соединяет верхнюю сторону с нижней, а вторая – правую с левой, то эти ломаные пересекаются.

Для самостоятельного решения

Зад18. Докажите, что игра в гекс не может закончится вничью.

Зад19. Клетки шахматной доски n(n раскрашены в синий и желтый цвета. Докажите, что ферзь может выбрать цвет так, что он мог гулять по всем клеткам этого цвета, не наступая на клетки другого цвета (перепрыгивать можно!).

Зад20. Шах разбил свой квадратный одноэтажный дворец на 64 одинаковые квадратные комнаты, разделил комнаты на квартиры (проделав двери в некоторых перегородках между комнатами) и в каждой квартире поселил по жене. Жены могут ходить по всем комнатам своей квартиры, не заходя к другим. Известно однако, что в каждой комнате есть стенка, общая с какой-нибудь другой квартирой. Какое наименьшее число жен может быть у шаха?

Принцип узких мест. Подсчет углов

Упр1. а) Можно ли натуральные числа от 1 до 99 выписать в строку так, чтобы разность любых двух соседних (из большего вычитается меньшее) была не меньше 50? б) Тот же вопрос для чисел от 1 до 100?

Зад2. В противоположных углах квадратного пруда со стороной 10 м сидели два гуся. Поплавав по пруду, они оказались в двух других противоположных углах. Докажите, что в некоторый момент расстояние между кончиками их клювов было ровно 12 м.

Зад3. а) Найдутся ли два последовательных шестизначных номера, сумма цифр каждого из которых делится на 11? б) Найдите наименьшую пару последовательных натуральных чисел, чтобы сумма цифр каждого делилась на 11.
Зад4. Легко распилить кубик 3(3(3 на 27 кубиков шестью распилами. Можно ли уменьшить число распилов, если части разрешается перекладывать и пилить по несколько частей сразу?

Зад5. Где-то на поле 10(10 для игры в "Морской бой" стоит корабль 1(4. За какое наименьшее число выстрелов можно в него наверняка попасть?
Зад6. Выпуклый n-угольник разрезан диагоналями на части. Докажите, что в каждой части не более n сторон.
Подсчет углов

Зад7. Можно ли разрезать квадрат на равнобедренные треугольники с углом 40( при основании?

Зад8. Можно ли разрезать квадрат на прямоугольники так, чтобы каждый граничил (по отрезку) не менее чем с шестью другими?
Зад9. Шахматную доску 9(9 раскрасили в шахматном порядке, после чего выпилили из нее все угловые клетки и все примыкающие к краю клетки того же цвета. На какое наименьшее число прямоугольников можно разрезать оставшуюся фигуру, если разрешается резать а) только по границам клеток; б) как угодно?

Зад10. Можно ли разрезать квадрат на равнобедренные треугольники с углом 75( при основании?

Для самостоятельного решения

Зад11. Пьяный шахматный король не в состоянии сделать два шага подряд в одном направлении. Он таки умудрился обойти доску 5(5, побывав на каждой клетке ровно по одному разу и вернувшись в исходную клетку. а) Как это ему удалось? б) Докажите, что его путь (т.е. ломаная, содержащая центры клеток) – самопересекающийся.
Зад12. Многоугольник можно разрезать на 100 прямоугольников, но нельзя на 99. Докажите, что его нельзя разрезать на 100 треугольников.

Зад13. Фанерный многоугольник разбит линиями разметки на прямоугольники. Пила может делать только прямые разрезы от края исходного многоугольника или отпавшей части. Докажите, что многоугольник можно пропилить по всем линиям разметки.
Зад14. Прямоугольник разрезан на прямоугольные треугольники, которые граничат только целыми сторонами катет к гипотенузе. Докажите, что отношение длинной стороны прямоугольника к короткой не менее 2.

Китайская теорема об остатках

Определение. Пусть m – натуральное число. Количество чисел, взаимно простых с m и меньших m, обозначается ((m). Функция ((m) называется функцией Эйлера.

Упр1. Вычислите a) ((1); б) ((6); в) ((25).
Зад2. Докажите, что если p – простое число, то ((pn)=pn-1(p-1).
Зад3. Сколько чисел, меньших 300, делятся  а) на 2 и 3; б) на 2, 3 и 5?
Зад4. а) Пусть a чисел удовлетворяют какому-то свойству 1, b чисел удовлетворяют свойству 2, и c чисел удовлетворяют обоим свойствам сразу. Тогда количество чисел, удовлетворяющих хотя бы одному из этих свойств, равно a+b–c.

б) Пусть a1 чисел удовлетворяют первому свойству, a2 чисел удовлетворяют второму свойству, a3 чисел удовлетворяют третьему свойству, a12 удовлетворяют свойствам 1 и 2, a13 удовлетворяют свойствам 1 и 3, a23 удовлетворяют свойствам 2 и 3, и a123 удовлетворяют всем трем свойствам.  Тогда количество чисел, удовлетворяющих хотя бы одному из этих свойств, равно a1+a2+a3–a12–a13–a23+ a123.

Теорема 5. (Формула включения и исключения) Сформулируйте и докажите аналогичное утверждение для нахождения количества чисел, удовлетворяющих хотя бы одному из n свойств, если для каждого набора этих свойств известно количество чисел, удовлетворяющих одновременно всем свойствам из этого набора.

Зад6. а) Пусть n=pq, где p, q – различные простые числа. Докажите, что ((n)=
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б) Пусть n=pqr, где p, q, r – различные простые числа. Докажите, что ((n)=
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в) Упростите выражение для ((n) в пунктах а) и б).

Зад7. Докажите, что в условиях предыдущей задачи а) ((pq)=((p)((q); б) ((pqr)=((p)((q)((r). Верно ли это, если p, q, r – не простые, а попарно взаимно простые числа?

Упр8. Найдите наименьшее натуральное число, дающее при делении на 2, 3, 5, 7 соответственно остатки 1, 2, 4, 6.

Зад9. Пусть даны n попарно взаимно простых чисел m1, m2, …, mn; n чисел r1, r2, …, rn таких, что 
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9-1. Если 
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для всех i = 1, 2, …, n, то N1=N2.

9-2. Количество различных наборов чисел r1, r2, …, rn таких, что 
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9-3. (Китайская теорема об остатках) Существует единственное число N такое, что 
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9-4. N взаимно просто с m ( N взаимно просто с mi для всех i = 1, 2, …, n.
9-5. Докажите, что ((m)= ((m1)((m2)… ((mn).

Теорема 10. Если m=
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Зад11. Генерал построил солдат в колонну по 4, но при этом солдат Иванов остался лишним. Тогда генерал построил солдат в колонну по 5. И снова Иванов остался лишним. Когда же и в колонне по 6 Иванов оказался лишним, генерал посулил ему наряд вне очереди, после чего в колонне по 7 Иванов нашел себе место и никого лишнего не осталось. Сколько солдат могло быть у генерала?
Для самостоятельного решения

Теорема 12. Для любых попарно взаимно простых чисел m1, m2, …, mn и остатков r1, r2, …, rn по модулям m1, m2, …, mn найдутся n последовательных чисел a, a+1, …, a+n-1 таких, что 
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Зад13. Пятнадцать простых чисел образуют арифметическую прогрессию с разностью d. Докажите, что d > 30000.

Зад14. Докажите, что среди а) любых десяти; б) любых шестнадцати последовательных натуральных чисел найдется число, взаимно простое с остальными.

Зад15. Существует ли в сутках момент, когда расположенные на общей оси часовая, минутная и секундная стрелки правильно идущих часов образуют попарно углы в 120(?

Заключительная олимпиада

Довывод

1. Расставьте несколько фигур на шахматной доске так, чтобы рядом с каждой фигурой было ровно три свободных поля, а рядом с каждым свободным полем – ровно одна фигура? (Примечание: рядом – значит в клетке с общей стороной).

2. На острове Рыцарей и Лжецов стоит замок. В замке 2000 комнат. В третьей по величине комнате (после тронного зала и подвала) стоит круглый стол. За этим столом сидят 16 аборигенов разного возраста и звания. На вопрос: "Не считая вас и двух ваших соседей, кто все остальные?", каждый сидящий ответил: "Все они лжецы". Сколько лжецов сидит за столом?

3. На доске написано число. Разрешается умножить или поделить его на любое простое число. Можно ли ровно за 2000 таких операций из 1 получить 2000? 
4. a, b и c – целые числа. Докажите, что если a=b+c, то a4+b4+c4 есть удвоенный квадрат целого числа. 
5. В выпуклом четырехугольнике соединены середины двух противоположных сторон. Оказалось, что одна диагональ делит этот отрезок пополам. Докажите, что эта диагональ делит площадь четырехугольника тоже пополам.
Вывод

6. 2000 яблок лежат в нескольких корзинах. Разрешается убирать корзины и вынимать яблоки из корзин. Докажите, что можно добиться того, чтобы во всех оставшихся корзинах было поровну яблок, а общее число яблок было не меньше 100. 
7. На сторонах треугольника ABC вне его построены правильные треугольники ABD и BCE. Отрезки CD и AE пересекаются в точке M. Докажите, что AM+BM+CM=CD.
8. Проказница мартышка, осел, козел да косолапый мишка подружились с козой (с баяном) и затеяли сыграть квинтет. Пришли на лужок, сели в кружок, но музыка не пошла. Тогда друзья стали пересаживаться. За одну пересадку меняется местами одна пара соседей. Друзья не успокоятся, пока каждый не посидит на каждом месте. Каким наименьшим количеством пересадок они могут обойтись?
Послевывод

9. Плоскость разграфлена на квадратные ячейки единичной площади. Докажите, что любой многоугольник площади меньше 1 можно расположить на этой плоскости так, чтобы внутрь него не попало ни одного узла решетки. 
10. Луч разбит на отрезки длины 1. Блоха из начала луча прыжками длины 
[image: image97.wmf]2

 ускакала в бесконечность. Покрасим отрезки, где она побывала, а также самый первый. Докажите, что кузнечик может из начала луча ускакать в бесконечность прыжками некоторой постоянной длины C так, чтобы побывать в точности на всех неокрашенных отрезках.

Математические бои

Внутренний математический бой, 7 июля

1. Назовем человека необщительным, если у него не более пяти друзей. Назовем человека чудаком, если все его друзья необщительны. Докажите, что чудаков не больше, чем необщительных.

2. Первоначально на доске написано число 2. Двое играющих ходят по очереди. За один ход разрешается имеющееся число увеличить на любой его делитель, не равный самому числу. Проигрывает тот, кто первым получит число больше тысячи. Кто из игроков может выигрывать независимо от игры противника?

3. Рассматриваются все промежутки времени в июне, состоящие из целого числа дней. Найдите наибольшее возможное число промежутков, в течение каждого из которых случилось нечетное число дождливых дней.
4. Внутри квадрата ABCD найдите все такие точки X, что AX+CX = BX+DX.
5. Существует ли тупоугольный треугольник, который можно разрезать на конечное число остроугольных треугольников?

6. Что больше: 200! или 100200?

7. Найдите все решения в целых числах уравнения 
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8. Из квадрата 8(8 вырезана угловая клетка. На какое наименьшее возможное число равновеликих треугольников можно разрезать полученную фигуру ?

9. "Домик" ABCDE составлен из квадрата BCDE со стороной g и правильного треугольника ACB (вершина A – снаружи квадрата). Найдите радиус описанной окружности треугольника ADE.
10. В клетчатой таблице 10(10 стоят числа +1 и –1. За один ход разрешается поменять знак на противоположный у одного из этих чисел и у всех чисел, стоящих с ним в одном "кресте" (объединении его строки и его столбца). Докажите, что за несколько ходов можно из любой начальной расстановки получить любую другую.
Матбой-1 Профи-7 – Не-профи 8, 12 июля

1. В таблице N(N, заполненной числами, все строки различны (две строки называются различными, если они отличаются хотя бы в одном элементе). Докажите, что из таблицы можно вычеркнуть один столбец так, что в оставшейся таблице опять все строки будут различны. 

2. На плоскости расположено несколько непрозрачных кругов и точка. Докажите, что из этой точки некоторый круг виден полностью (то есть, что другие круги его не загораживают его даже частично).

3. Трое велосипедистов ездят с различными постоянными скоростями по круглому велотреку. У них есть фляжка, которая обязательно передается от одного к другому при встрече или обгоне (ситуаций, когда все трое оказываются одновременно в одном месте, не случается). Может ли оказаться, что как бы долго они не ездили, к одному из них фляжка так и не попадет?
4. На какое количество нулей может оканчиваться число вида 
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при натуральных n? (Найдите все возможные ответы)

5. На сторонах AB и AC правильного треугольника ABC отмечены точки D и E соответственно так, что AD=CE, и в треугольнике ADE проведена медиана AM. Докажите, что BE=2AM. 
6. Брат-старшеклассник спросил сестренку-младшеклассницу: "Сколько дней тебе было ровно втрое меньше полных лет, чем мне? ​– "3 дня",- ответила сестренка. "А ровно в 4 раза?" – "4 дня". "А ровно в 6 раз?" Тут сестренка задумалась. Она помнила, что такие дни были, но вот сколько… Помогите ей найти ответ.

7. Для натуральных чисел a, b, c известно, что 
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 Докажите, что 
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8. В противоположных углах клетчатой доске 7(8 ставятся черная и белая ладьи, остальные поля заполняются серыми пешками. Двое играющих ходят по очереди каждый своей ладьей. Каждым ходом игрок обязан что-нибудь съесть – пешку или ладью противника. Проигрывает тот, кто не сможет сделать хода. Кто из игроков может выигрывать независимо от игры противника?
Матбой-2 Профи-7 – Не-профи 8, 12 июля

1. Докажите, что из простого числа, большего 1000, можно вычеркнуть одну или две цифры так, чтобы получилось составное число.

2. К окружности провели две касательные, касающиеся ее в точках А и В и пересекающие друг друга в точке С. Доказать, что центр вписанной в треугольник АВС окружности лежит на дуге АВ.

3. Трое велосипедистов ездят с различными постоянными скоростями по круглому велотреку. У них есть фляжка, которая обязательно передается от одного к другому при встрече или обгоне (ситуаций, когда все трое оказываются одновременно в одном месте, не случается). Может ли оказаться, что как бы долго они не ездили, к одному из них фляжка так и не попадет?
4. На какое количество нулей может оканчиваться число вида 
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5. На сторонах AB и AC правильного треугольника ABC отмечены точки D и E соответственно так, что AD=CE, и в треугольнике ADE проведена медиана AM. Докажите, что BE=2AM.
6. Брат-старшеклассник спросил сестренку-младшеклассницу: "Сколько дней тебе было ровно втрое меньше полных лет, чем мне? ​– "3 дня",- ответила сестренка. "А ровно в 4 раза?" – "4 дня". "А ровно в 6 раз?" Тут сестренка задумалась. Она помнила, что такие дни были, но вот сколько… Помогите ей найти ответ.

7. С двух сторон дороги посадили два ряда по 7777 деревьев. На каждое дерево прибили табличку, в которой указано, сколько дубов в тройке деревьев: самого этого дерева и его соседей слева и справа (у крайних деревьев — в паре из самого дерева и его единственного соседа). Странник, идущий по дороге, увидел справа и слева одинаковые последовательности чисел. Докажите, что в обоих рядах дубы растут на одних и тех же местах.

8. В противоположных углах клетчатой доске 7(8 ставятся черная и белая ладьи, остальные поля заполняются серыми пешками. Двое играющих ходят по очереди каждый своей ладьей. Каждым ходом игрок обязан что-нибудь съесть – пешку или ладью противника. Проигрывает тот, кто не сможет сделать хода. Кто из игроков может выигрывать независимо от игры противника?

Матбой Профи-7 – Профи 8, 17 июля
1. При каких натуральных n можно числа от 1 до n разбить на две группы так, чтобы сумма чисел одной группы была равна произведению чисел другой группы? (группа может состоять и из одного числа.)

2. Можно ли разбить все действительные числа на два множества 
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 и 
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 так, чтобы разность любых двух чисел из первого множества была рациональна, а разность любых двух чисел из множества 
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 была бы иррациональна?

3. Существует ли такое 2000-значное составное число, которое при замене любой тройки соседних цифр на произвольную тройку цифр остается составным?

4. Можно ли  разрезать  квадрат на  треугольники  так, чтобы  каждый граничил (по отрезку)  ровно с четырьмя другими?

5. a и b — различные натуральные числа, большие 1, и a2+b–1 делится на b2+a–1. Докажите, что число b2+a –1 имеет хотя бы два различных простых делителя.

6. У преподавателя есть n выражений A1, A2,... An которые на самом деле равны. Каждый урок преподаватель рассказывает доказательство какого-нибудь одного неравенства вида 
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i

A

A

³

. Он никогда не доказывает неравенства, если оно следует из уже ранее доказанных. Какое наибольшее число уроков может занять преподаватель такими доказательствами? 

7. Кровожадный султан объявил, что "переаттестация" Совета Мудрецов будет происходить так: мудрецы должны выстроиться в колонну в алфавитном порядке, после чего каждому наденут колпак одного из двух цветов - синего или желтого. Все мудрецы подслеповаты, поэтому могут видеть цвета колпаков только у семи впереди стоящих мудрецов (но никто не увидит цвета своего колпака и колпаков у тех, кто стоит сзади). Каждую минуту по удару гонга кто-нибудь один из мудрецов должен выкрикнуть один из цветов. Каждый мудрец может выкрикнуть цвет только один раз, а если  кто-то выкрикнет что-то постороннее, крикнут одновременно несколько или не крикнет никто, то казнят всех. По окончании процедуры султан казнит всех мудрецов, которые выкрикнули цвет, не совпадающий с цветом своего колпака. 
Накануне все 100 членов Совета Мудрецов стали договариваться, как им, не нарушая правил, передать информацию о цвете колпаков друг другу и что какой выкрик в каждой ситуации будет обозначать. Как им надо действовать, чтобы гарантированно спаслись все, кроме, быть может, троих?

8. Назовем расстоянием между клетками наименьшее число ходов короля между ними. Вначале в противоположных углах доски 8(8 стоят черный и белый короли. Двое играющих по очереди каждым ходом сдвигают короля на соседнее свободное поле, но так, чтобы расстояние между королями не увеличилось (однако короли могут стоять рядом). Выигрывает тот, кто первым дойдет до противоположного края. Может ли кто-нибудь из игроков выигрывать независимо от игры противника, и если да, то кто?

9. Точка D лежит на основании AC равнобедренного треугольника ABC. Точки E и F таковы, что середина отрезка DE лежит на отрезке AB, середина отрезка DF лежит на отрезке BC и (EDA=( FDC. Середина отрезка EF точка K лежит внутри треугольника ABC. Докажите, что  (ABD=(CBK.

10. На бесконечной клетчатой плоскости в виде квадрата 10(10 стоят 100 фишек. Эти фишки переставили так, что соседние по стороне фишки остались соседними, причем никакие две фишки не попали в одну клетку. Докажите, что фишки вновь стоят в виде квадрата.

Математический аукцион, 22 июля

Каждая задача стоит 100 тугриков, доказательство оптимальности – еще 50 тугриков. Изначально каждая команда получает 150 тугриков.

1. Найдите как можно больше натуральных чисел, десятичная запись которых не заканчивается нулями, и которые при вычеркивании некоторой одной (но не первой) цифры уменьшаются в целое число раз.

2. Разбейте прямоугольник 1(3 на возможно меньшее число квадратов так, чтобы среди них не нашлось трех равных.

3. Придумайте как можно более длинную цепочку различных слов (существительных, единственного числа, именительного падежа, не имен собственных) так, чтобы первые три буквы очередного слова совпадали с последними тремя буквами предыдущего, например корОЛЬ - ОЛЬха.

4. В прямоугольной таблице строк и столбцов больше 1. В ее клетках расставлены различные натуральные числа меньше 1000 так, что суммы во всех строках одинаковы, и произведения во всех столбцах тоже одинаковы (но произведения могут быть не равны суммам). Придумайте такую таблицу с как можно большим числом клеток.

5. Двое играют в крестики-нолики на бесконечной доске. Выигрывает тот, кто первым поставит не менее n своих знаков подряд по горизонтали или вертикали. Придумайте способ, как ноликам наверняка обеспечить ничью для как можно меньшего n.

6. Расставьте на шахматной доске как можно большее число ладей так, чтобы каждая била нечетное число других.

7. На клетчатой бумаге нарисован квадрат 8(8 со сторонами по линиям сетки. Найдите как можно больше равнобедренных треугольников с вершинами в узлах сетки на сторонах квадрата.

8. Все члены возрастающей арифметической прогрессии – натуральные числа. Если каждое число заменить его суммой цифр, снова получится возрастающая арифметическая прогрессия. Придумайте такую прогрессию с как можно большим числом членов.
9. В каждой клетке квадрата 8(8 клеток проведена одна из диагоналей. Рассмотрим объединение этих 64 диагоналей. Оно состоит из нескольких связных частей (к одной части относятся точки, между которыми можно пройти по одной или нескольким диагоналям). Проведите диагонали так, чтобы этих частей было как можно больше.

10. Посредине доски 1(1001 стоит столбик из 80 положенных друг на друга монет. За один ход разрешается снять с верха любого столбика k монет (где k – любое число от 1 до всех) и переставить их на k полей влево или вправо; если там уже стоит столбик, положить монеты на него. Передвиньте все монеты столбика на соседнее справа поле затратив как можно меньше ходов.

Программа зачета

Разрезания и площади

Разрезания, теорема Пифагора и обратная к ней. Критерий острого и тупого угла.

Площади, их свойства. Формулы площадей параллелограмма, треугольника. Неравенства с площадями.

Теорема Фалеса. Свойства биссектрисы треугольника.

Формула Пика.

Перекройка площадей. Теорема Бойяи-Гервина. Равнодополняемость.

Подсчет углов в задачах на разрезание.

Геометрические неравенства

Неравенство треугольника. Соотношения между углами и сторонами. Периметры выпуклых многоугольников.

ГМТ и построения

Основные ГМТ.

Построения циркулем и линейкой (4 ступени). Метод ослабления условий.

Комбинаторика

Правило умножения. Формулы для размещений и сочетаний. Метод шаров и перегородок. Бином Ньютона. Свойства биномиальных коэффициентов (алгебраические и комбинаторные доказательства). Малая теорема Ферма. Формула включения-исключения. Задача о счастливых билетах: два решения. Число путей хромой ладьи, соединяющих два противоположных угла прямоугольной доски.

Общие методы

Индукция. Принцип узких мест.

Графы

Лемма о рукопожатиях. Связность.

Ребра, циклы, мосты, деревья, компоненты связности. Теорема о числе ребер связного графа.

Двудольные графы. Максимальное число ребер в двудольном графе, критерий двудольного графа.

Эйлеровы пути и циклы. Задача о пересечении путей короля и ладьи.

Делимость

Делимость и остатки. Сравнения по модулю. Действия с остатками. Правило сокращения. Решение уравнений вида 
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Разложение на простые множители. НОД и НОК, их связь, алгоритм Евклида. Линейное представление НОД двух чисел.

Китайская теорема об остатках (два доказательства). Функция Эйлера и ее свойства (алгебраическое и комбинаторное доказательство).

Игры

Анализ с конца. Игры на графах. Стратегия. Передача хода.
www.ashap.info/Uroki/KirovLMSH/2000/
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