Занятие 26. Выпуклые и невыпуклые многоугольники

Определение. Фигура называется выпуклой, если вместе с каждой парой своих точек она содержит соединяющий их отрезок. 
Выпуклая оболочка множества точек – это наименьшее из выпуклых множеств, содержащих все данное точки (то есть оно содержится в любом другом таком множестве). Опорная прямая выпуклой фигуры имеет с фигурой общую точку или точки, и вся фигура лежит по одну сторону от прямой. 

Упр1. Докажите, что пересечение выпуклых множеств – выпуклое множество.

Упр2. Докажите, что круг – выпуклая фигура.

Дискуссия. a) Опорные прямые круга – что это?

b) Почему выпуклая оболочка всегда существует и единственна?
c) Сколько опорных прямых, параллельных данной, у выпуклого многоугольника?

Упр3. Докажите, что 
a) В выпуклом многоугольнике все углы < 180(;

b) Выпуклый многоугольник лежит по одну сторону от любой его стороны.

Упр4. Прямая не содержит целиком ни одну из сторон выпуклого N-угольника. Какое наибольшее число точек пересечения может быть у этой прямой со сторонами 
N-угольника?

Зад5. Докажите, что выпуклая оболочка N точек – отрезок или многоугольник с (N вершинами.

Упр6. Докажите, что сумма углов выпуклого N-угольника равна 180((N–2).

Невыпуклые многоугольники

Зад7. Верно ли, что любой пятиугольник лежит по одну сторону от не менее чем двух своих сторон?

Зад8. Нарисуйте многоугольник и точку O так, чтобы ни одна сторона не была видна из нее полностью. Нарисуйте два случая: a) когда О лежит внутри многоугольника. b) когда О лежит вне многоугольника.

Упр9. Прямая не содержит целиком ни одну из сторон невыпуклого N-угольника. Какое наибольшее число точек пересечения может быть у прямой со сторонами этого 
N-угольника?

Теорема 10. У любого многоугольника (N(4) есть диагональ, целиком лежащая внутри него.

Упр11. Любой многоугольник можно разрезать непересекающимися диагоналями на треугольники.

Теорема 12.  Сумма углов N-угольника равна 180((N–2).

Упр13. Число треугольников, на которые непересекающиеся диагонали разбивают 
N–угольник, равно N–2.

Зад14. Чему равно наибольшее число острых углов в невыпуклом N–угольнике?

Зад15. Докажите, что по крайней мере одно из оснований перпендикуляров, опущенных из внутренней точки выпуклого многоугольника на его стороны, лежит на самой стороне, а не на ее продолжении.

Зад16. На плоскости дано N точек, причем любые 4 из них лежат в вершинах выпуклого четырехугольника. Докажите, что эти точки являются вершинами выпуклого N-угольника.

Зад17. Докажите, что в любом выпуклом пятиугольнике найдутся три диагонали, из которых можно сложить треугольник. 

Зад18. На плоскости дано 5 точек, причем никакие три из них не лежат на одной прямой. Докажите, что четыре из этих точек лежат в вершинах выпуклого 4-угольника. 

Зад19. Докажите, что выпуклый многоугольник площади 1 можно накрыть некоторым прямоугольником площади 2.
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