Формула включения-исключения

1. В пионерском лагере 70 ребят. Из них 27 занимаются в драмкружке, 32 поют в хоре, 22 увлекаются спортом. В драмкружке 10 ребят из хора, в хоре 6 спортсменов, в драмкружке 8 спортсменов; 3 спортсмена посещают и драмкружок, и хор. Сколько ребят не поют в хоре, не увлекаются спортом и не занимаются в драмкружке?

2. Сколько существует натуральных чисел, не превосходящих 1000, которые делятся на 3? На 5? На 15? Не делится ни на 3, ни на 5?

3. Сколько различных слагаемых останется, если раскрыть скобки и привести подобные в следующем выражении (1+х2+х4+…+х30)2+(1+х3+х6+…+х30)2?

4. Кое-кто в классе смотрит футбол, кое-кто – мультики, но нет таких, кто не смотрит ни то, ни другое. У любителей футбола средний балл по математике меньше 4, у любителей мультиков – тоже. Может ли в классе в целом средний балл по математике быть больше 4? (Напомним, что среднее нескольких чисел – это сумма этих чисел, деленная на их количество.)
Лемма 5. а) Пусть a чисел удовлетворяют какому-то свойству 1, b чисел удовлетворяют свойству 2, и c чисел удовлетворяют обоим свойствам сразу. Докажите, что количество чисел, удовлетворяющих хотя бы одному из этих свойств, равно a+b–c.
б) Пусть a1 чисел удовлетворяют первому свойству, a2 чисел удовлетворяют второму свойству, a3 чисел удовлетворяют третьему свойству, a12 удовлетворяют свойствам 1 и 2, a13 удовлетворяют свойствам 1 и 3, a23 удовлетворяют свойствам 2 и 3, и a123 удовлетворяют всем трем свойствам.  Докажите, что количество чисел, удовлетворяющих хотя бы одному из этих свойств, равно a1+a2+a3–a12–a13–a23+ a123.  
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Лемма 6.
Теорема 7. (Формула включения и исключения) Сформулируйте и докажите аналогичное лемме 5 утверждение для нахождения количества объектов, удовлетворяющих хотя бы одному из n свойств, если для каждого набора этих свойств известно количество объектов, удовлетворяющих одновременно всем свойствам из этого набора.
На дом

ВИ1. Ученики 6 класса решали две задачи. В конце занятия учитель составил четыре списка: I – решивших первую задачу, II – решивших только одну задачу, III – решивших по меньшей мере одну задачу, IV – решивших обе задачи. Какой из списков самый длинный? Могут ли два списка совпадать по составу? Если да, то какие?

ВИ2. Куб с ребром длины 20 разбит на 8000 единичных кубиков, и в каждом кубике записано число. Известно, что в каждом столбике из 20 кубиков, параллельном ребру куба, сумма чисел равна 1 (рассматриваются столбики всех трех направлений). В некотором кубике записано число 10. Через этот кубик проходит три слоя 1(20(20, параллельных граням куба. Найдите сумму всех чисел вне этих слоев.

ВИ3. Пусть n=pqr, где p, q, r – различные простые числа. Докажите, что натуральных чисел меньших n количество взаимно простых с n равно 
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ВИ4. На клетчатой бумаге построены несколько прямоугольников со сторонами, параллельными линиям сетки и общим центром O в одном из узлов сетки. За один вопрос можно про любой узел узнать, у скольких прямоугольников он лежит внутри. Как за четыре вопроса можно узнать, сколько прямоугольников содержат только один узел O?
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