
6: Правильные раскраски графов
Определение. Раскраска вершин графа правильная, если концы каждого ребра – разного 
цвета. Граф называется k-раскрашиваемым, если его можно правильно в k цветов. Если 
граф k-раскрашиваемый граф G не (k–1)-раскрашиваем, то назовем его k-хроматическим, 
а число k назовем хроматическим числом графа и обозначим 
k(G). 
Упр1. Найдите хроматические числа а) Kn – полного графа с 
n-вершинами; б) Cn – цикла с n–вершинами; в) графа
Петерсена (см. рис).
Упр2. а) Найдите все 1-хроматические графы.
б) Какие из двудольных графов являются 2-хроматическими?
Определение. Подграф – это подмножество вершин графа и
все соединяющие их ребра графа. Подграф, изоморфный
полному графу, называется кликой, а пустому – антикликой.
Число вершин наибольшей клики называется плотностью, а наибольшей антиклики – 
неплотностью графа.
Упр3. Найдите плотности и неплотности графов а) Kn; б) Cn; в) графа Петерсена.
Упр4. Докажите, что
а) хроматическое число графа не меньше хроматического числа подграфа;
б) хроматическое число не меньше плотности;
в) число вершин графа не превосходит произведения неплотности на хроматическое 
число.
Зад5. В булке запечен изюм двух сортов. Докажите, что внутри булки найдутся две такие 
точки на расстоянии 1 см, что они либо не принадлежат никаким из изюмин, либо 
принадлежат изюминам одного сорта.
Зад6. На шахматной доске стоят несколько королей. Докажите, что их можно раскрасить в
4 цвета так, чтобы короли одинакового цвета друг друга не били. 
Пред7. Если наибольшая из степеней вершин графа равна p, то граф (p+1)-раскрашиваем.
Зад8. а) В каждой из клеток шахматной доски провели диагональ. Доска разбилась на 
треугольники. Докажите, что их можно раскрасить в 4 цвета так, что треугольники с 
общей стороной будут разного цвета. б) Докажите, что треугольники можно правильно 
раскрасить и в 3 цвета.
Зад9. Если наибольшая из степеней вершин связного графа равна p, и есть вершина 
степени <p, то граф p-раскрашиваем. 
Пред 10. Пусть наибольшая из степеней вершин связного графа равна p, и в нем есть три 
такие вершины A, X, B, что AX и BX – ребра, AB – не ребро, и при выкидывании A и B 
получается связный подграф. Тогда граф p-раскрашиваем.
Теорема.(Брукс 1941) Пусть G – связный граф, наибольшая из степеней вершин которого 
равна p. Тогда граф p-раскрашиваем за кроме случаев, когда G – полный граф с (p+1)-й 
вершиной или цикл нечетного порядка.
Указание. Покажите, что G удовлетворяет условию зад.9 или пред.10.



Для самостоятельного решения
РГ1. Найдите примеры p-хроматических графов, у которых каждый подграф с меньшим 
числом вершин (p–1)-раскрашиваем.
РГ2. Каждую грань куба 3×3×3 разбили на 3 прямоугольника 3×1 так, что на каждом 
ребре куба одна длинная сторона граничит с тремя короткими. В какое наименьшее число 
цветов можно раскрасить 18 полученных прямоугольников, чтобы любые два 
прямоугольника с общим куском границы были разного цвета?
РГ3. а) Все точки плоскости раскрашены в 2 цвета. Докажите, что найдутся две одинаково
окрашенные точки на расстоянии 1;
б) то же, если плоскость раскрашена в 3 цвета.
РГ4. Остров Толпыго имеет форму многоугольника. На нем расположено несколько 
стран, каждая из которых имеет форму треугольника, причем каждые две граничащие 
страны имеют целую общую сторону (т.е. вершина одного треугольника не лежит на 
стороне другого). Докажите, что карту этого острова можно так раскрасить тремя 
красками, чтобы каждая страна была закрашена одним цветом и любые две граничащие 
страны были раскрашены в разные цвета.
РГ5. Расположите на плоскости 11 одинаковых квадратов так, чтобы получилась не 3-
раскрашиваемая карта. 
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