XLI УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. КИРОВ, 16-22.02.2013

Группа «Старт», вторая лига, 4 тур, решения и указания для жюри.

1. Барон Мюнхгаузен разложил 10 фруктов на чаши весов. Далее он 6 раз сделал такую операцию: поменял два фрукта с правой чаши с одним фруктом с левой. Барон утверждает, что вначале и после каждой операции весы были в равновесии. Могут ли его слова быть правдой?
Ответ. Могут. Решение. Например, на левой чаше лежат сначала лежало по фрукту массой 400 и 400 г, а на правой — два по 200 г, два по 100 г и четыре по 50 г. Обмены: 400 ( 200+200, 200 ( 100+100, 100 ( 50+50, 100 ( 50+50, 200 ( 100+100, 400 ( 200+200.
2. Юный колдун научился превращать шарик в два шарика и пять роликов, либо четыре шарика в три кубика и два ролика. Он зашел в комнату, где были только шарики, и через некоторое время там оказались 1500 кубиков, 1500 роликов и ни одного шарика. Сколько шариков было в комнате сначала?
Ответ. 1900. Решение. Назовем превращение «шарик ( 2 шарика+5 роликов» фокусом, а «4 шарика ( 3 кубика+2 ролика» трюком. Кубики появлялись только при трюках, по 3 за трюк, поэтому было сделано 1500:3 = 500 трюков. Эти трюки уменьшили число шариков на 4(500=2000, и увеличили число роликов на 2(500=1000. Значит, остальные 500 роликов возникли при фокусах, по 5 за фокус. Значит, было 100 фокусов, при каждом число шариков увеличивалось на 1, то есть всего добавилось 100 шариков. Если вначале было x шариков, а в конце их не осталось, то x+100–2000 = 0, откуда x = 1900.
( Ответ с примером — 2 балла.
3. Участникам кружка было выдано за полугодие 10 домашних заданий. Если задание очень трудное, или ученик болел, или он — лентяй, то ученик не решает ни одной задачи, иначе он решает хотя бы одну задачу. Про каждого известно, сколько задач он решил в каждом задании. Среди этих чисел 69 нулей и 131 не нуль. Известно, что очень трудными были всего два домашних задания, и каждый школьник болел не более одного раза. Какое наименьшее число лентяев может быть в кружке?
Ответ. 2 лентяя. Решение. Всего чисел 200, значит кружковцев 200/10=20. В двух трудных заданиях они получили 40 нулей. Остальных 29 нулей получены в восьми посильных заданиях. Из них не более 20 объясняются болезнями, значит, не менее 9 — ленью. Если лентяй только один, то из-за лени он получил не более 8 нулей в посильных заданиях — противоречие. Два лентяя быть могло, когда из остальных 18 учеников 13 по разу были больны.
( Только ответ с примером — 2 балла. Только оценка — 6 баллов.
4. В магазине есть палочки только простых длин, но зато всех: 2 см, 3 см, 5 см, 7 см, и т.д. Какое наименьшее число палочек разных длин можно купить, чтобы сложить из них контур квадрата?
Ответ. 8 палочек. Решение. Поскольку 17+43=19+41=23+37=29+31=60, то купив 8 палочек указанных простых длин и объединив их в пары, сложим квадрат со стороной 60 см. Если каждая сторона составлена из не менее чем двух палочек, то всего палочек не меньше 8. Если какая-то сторона составлена из одной палочки, то ее длина нечетна. Остальные стороны составлены не менее, чем из двух палочек (если есть сторона длины 2) или не менее, чем из трех палочек (если все палочки нечетной длины). Итого, не менее 1+3+3+2 = 9 палочек.
( Только оценка или только пример — 4 балла.
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5. На рисунке изображена схема дорожек парка (все стороны клеток и кружочки), в точке А — вход, в точке B — выход, а в точках 1, 2, …, 6 — главные достопримечательности. Малыш проходит сторону клеточки за 2 минуты, а каждый кружок обходит целиком за 12 минут. Может ли он так выбрать порядок обхода и путь, чтобы не больше чем за 44 минуты пройти из A в B, посетив все достопримечательности?
Ответ. Может. Решение. См. маршрут на рисунке. Он состоит из 8 сторон клеток и 9 четвертей окружности, итого 8(2+9(3=43 минуты.
6. Клетчатый квадрат 18×18 разрезали на 18 прямоугольников. Один из них отложили, а из остальных составили квадрат 10×10. Найдите размеры отложенного прямоугольника.
Ответ. 14×16. Решение. Площадь отложенного прямоугольника равна 18(18–10×10 = 224. Разложим ее на простые множители: 224 = 2(2(2(2(2(7. Значит, длина одной из сторон отложенного прямоугольника кратна 7. Она не больше 18, поэтому равна 7 или 14. Но если она равна 7, то другая сторона равна 32, что больше 18. Противоречие. Поэтому приведенный ответ — единственный.
( Ответ с примером — 2 балла.
7. В комнате находится 12 человек, среди которых некоторые рыцари, всегда говорящие правду, а остальные — лжецы, которые всегда лгут. Каждый из находящихся в комнате сказал две фразы: «Среди моих знакомых в этой комнате не более пяти рыцарей». «Среди моих знакомых в этой комнате ровно четыре лжеца». Сколько может быть лжецов и рыцарей в этой комнате?
Ответ. 8 рыцарей, 4 лжеца. Решение. У рыцаря среди знакомых есть ровно 4 лжеца, поэтому если есть рыцарь, то есть и лжец. У лжеца среди знакомых есть не менее 6 рыцарей, поэтому, если есть лжец, то есть и рыцарь. Значит, есть и те, и другие, то есть не менее 4 лжецов и не менее 6 рыцарей. Допустим, лжецов хотя бы пять. Тогда рыцарей не больше семи. Попросим каждого лжеца дать каждому знакомому рыцарю по конфете. Тогда лжецы отдадут минимум 5(6 = 30 конфет, а рыцари получат максимум 4(7 = 28 конфет — противоречие. Значит, лжецов ровно 4, а рыцарей — 8.

( Только ответ с примером — 2 балла. Доказано, что рыцарей от 6 до 8 — плюс 2 балла.
8. Петя и Вася играют, выкладывая по очереди домино на клетчатую доску 2×50. Начинает Петя. Каждое домино закрывает ровно два поля. Кто не может сделать ход — проиграл. Кто из них может выигрывать, как бы не играл соперник?
Ответ. Выигрывает Вася. Решение. Доска состоит из 50 столбцов (четное число) по 2 клетки. Каждым своим ходом Вася добивается, чтобы в каждом столбце либо обе клетки были заняты, либо свободны. Начальная позиция именно такова. Если Петя своим ходом кладет домино горизонтально, то Вася кладет свое домино рядом в другую горизонталь так, чтобы длинные стороны доминошек совпали. Если Петя кладет домино вертикально, то число занятых столбцов становится нечетным. Так как общее число столбцов четно, то есть свободный столбец, и Вася туда ставит домино. Итак, Вася всегда может сделать ход, поэтому он не проигрывает. А так как игра конечна, то проигрывает Петя.
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