XLI УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. КИРОВ, 16-22.02.2013

Группа «Старт», вторая лига, 3 тур, решения и указания для жюри.

1. На столе лежит 2013 шариков нескольких разных цветов и стоит 1007 пустых коробок. Докажите, что шарики можно разложить по коробкам так, что либо в каждой из непустых коробок все шарики будут одного и того же цвета, либо в каждой из непустых коробок все шарики будут разных цветов.
Решение. Заменим шарики разноцветными монетами, составим из одноцветных монет столбики и выстроим их в ряд по убыванию высоты. Если столбиков не более 1007, положим в коробки по одному столбику (некоторые коробки, возможно, останутся пустыми). Если же столбиков больше 1007, то в каждом не больше 1007 монет. Тогда положим в первую коробку нижние монеты всех столбиков, во вторую — вторые снизу и т.д.

( Рассмотрен только один из двух случаев — 2 балла.
2. Петя и Вася играют в игру на доске 4(25. Они по очереди (начинает Петя) ставят коней на свободные клетки доски. Первого коня Петя ставит на любое поле, а каждый следующий конь должен побить только что выставленного коня соперника. Проигрывает тот, кто не может сделать ход. Кто может выиграть, как бы ни играл соперник? Проигрывает тот, кто не может сделать ход. Кто может выиграть, как бы ни играл соперник?
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Ответ. Выигрывает Вася. Решение. Вася разбивает всю доску на пары полей, связанных ходом коня. Первый ход в каждую из пар сделает Петя. В ответ Вася ходит в пустую клетку той же пары. Тогда после хода Васи каждая пара либо целиком заполнена, либо целиком пуста, и новую пару снова начнет Петя. При такой стратегии у Васи всегда есть ход, поэтому он не проигрывает. Но игра заканчивается, поэтому проиграет Петя.  Разбиение полей на пары можно сделать, например, так: разобьем доску на прямоугольники 4×3 и 4×2, а в каждом из них разобьем поля на пары как на рисунке: поля одной пары обозначены одинаковыми цифрами.
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3. Клетчатый квадрат 6(6 разрезан на четыре равные части по границам клеток. Может ли быть, что никакая часть не вывалится при любом положении квадрата на вертикальной стенке, если остальные три части приклеены?
Ответ. Да. Решение. См. рисунок.
4. На тараканьих бегах пять тараканов выбегают друг за другом с интервалом в 1 минуту. Каждый бежит со своей постоянной скоростью. Через минуту после своего старта каждый последующий таракан догоняет предыдущего. Через сколько секунд после своего старта последний таракан догоняет первого?
Ответ. Через 16 сек. Решение. Когда следующий таракан догоняет предыдущего, он за 1 минуту проходит то расстояние, которое предыдущий пробежал за 2 минуты. Поэтому следующий таракан бежит вдвое быстрее предыдущего. Назовем первого таракана Петей, последнего — Васей, а саженью (сж) — расстояние, которое Петя пробегает за минуту. Ясно, что Вася бежит в 16 раз быстрее Пети, то есть со скоростью 16 сж/мин. Тогда скорость их сближения — 15 сж/мин, расстояние между ними в момент старта Васи — 4 сажени, значит, Вася сократит расстояние до нуля за 4/15 мин = 16 сек.
( Ответ с проверкой на конкретных скоростях — 6 баллов.
5. Дежуря последние сутки накануне Нового года, сторож Васильич всё время смотрел на часы. Они показывают часы и минуты, например 22:17. Если сторож мог это понять как дату (например, 12:31 он понимал как «12-й месяц, 31-й день», то есть 31 декабря), то в течение этой минуты он вспоминал соответствующий день текущего года. В эту минуту воры могли пройти, он их не заметил бы. Верно ли, что время, благоприятное для воров, составило больше четверти этих суток?
Ответ. Верно. Решение. Четверть суток — это 6 часов, то есть 360 минут. Каждый день года даёт ровно одну минуту ворам, так как все номера месяцев меньше 23 (наибольшее возможное число часов на циферблате), а все числа дней в месяце меньше 59 (максимальное число минут). Поскольку в году 365 или 366 дней, то время, благоприятное для воров, будет не меньше 365 минут.
6. В 100 одинаковых стаканов налит сок. За одну операцию бармен может перелить из одного стакана в другой любое количество сока, но так, чтобы другой стакан не переполнился. Бармен безошибочно определяет, сколько сока в стакане и сколько он уже отлил. Докажите, что не более чем за 99 переливаний он может сделать, чтобы сока во всех стаканах было поровну.
Решение. Пусть C — одна сотая всего сока в стаканах (то есть всего сока 100С). Заметим, что поскольку в каждом стакане сока не больше полного стакана, то и C не больше полного стакана. Очевидно, если не во всех стаканах C, то есть стакан, где сока меньше C и есть стакан, где сока больше C. Бармен будит лить из стакана, где больше C (пусть C+x) в стакан, где меньше C (пусть C–y). Если x > y, то он из первого стакана отливает y сока. Тогда во втором станет ровно C, и переполнения не будет. Если x ( y, то бармен отливает из первого стакана x сока, в нем остаётся C, а во втором станет не больше C, то есть переполнения не произойдёт. Так действуя, за каждое переливание бармен увеличит как минимум на 1 число стаканов, где C сока. После 99 переливаний заведомо есть 99 стаканов где C сока, но тогда и в сотом сока будет 100C–99C = C, то есть, везде поровну.
7. Есть ли решение у ребуса 
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, где все суммы — целые?
Ответ. Нет. Решение. В цепочке И, Ф, Р, Ы каждое из чисел делится на все последующие. По три делителя, не равных самому числу, есть только у цифр 0, 6 и 8. Если И = 0, то И+Ф:Р = Ф:Р ( Ф < Ф+Р:Ы. Противоречие. Если И = 6, то ни у какого делителя И нет  двух не равных ему делителей, а у Ф такие есть. Противоречие. Если И = 8, то Ф = 4, Р = 2, Ы = 1, но тогда И:Ф = Ф:Р = 2, поэтому Ц = И. Противоречие.

( Забыт случай И = 0 — штраф в 6 баллов. Забыты два случая — штраф в 10 баллов.
8. Нам с братом вместе 35 лет. Если бы я был в два раза старше, чем восемь лет назад, то мне было бы столько лет, сколько моему брату шесть лет назад. Сколько лет мне и сколько — брату?
Ответ. Мне 15, брату 20. Решение. Пусть брату x лет. Тогда рассказчику 35–x лет. По условию 2((35–x–8) = x–6. Решая это уравнение, получаем ответ.
( Только ответ с проверкой — 2 балла.
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