XLIII УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. КИРОВ, 15-21.02.2014

МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №2. 18.02.2014

СТАРШАЯ ГРУППА, ВЫСШАЯ ЛИГА

1. Существуют ли выпуклый пятиугольник A1A2A3A4A5 и точка X внутри него такие, что XAi = Ai+2Ai+3 при всех i = 1, 2, 3, 4, 5? (Индексы рассматриваются по модулю 5.) (И.Воронович, Белоруссия, отбор на ММО, 2009)
2. Назовём натуральное число N хорошим, если оно равно 1 или является произведением чётного количества (не обязательно различных) простых чисел. Пусть P(x) = (x–a)(x–b), где a и b — натуральные числа. Докажите, что существуют различные натуральные a, b такие, что все числа 
P(1), P(2), ... , P(2014) — хорошие. (Индия, отбор на ММО, 2010)
3. На диагонали BD параллелограмма ABCD отмечены точки E и F такие, что прямые AE и CF параллельны. Прямая, параллельная AD, пересекает отрезок AF в точке G, а прямую, проходящую через A параллельно BD — в точке I. Наконец, прямые AE и CG пересекаются в точке H. Докажите, что точка H лежит на прямой BI. (Фольклор)
4. На доске написаны несколько натуральных чисел. Разность любых двух из них содержит только цифры 2, 3, 6, 9 (не обязательно все эти цифры). Какое наибольшее количество чисел может быть на доске? (Перу, 2006, 4 этап, уровень 1)
5. Найдите все упорядоченные тройки натуральных чисел (a, b, c) такие, что все три числа a2+2b+c, b2+2c+a, c2+2a+b — точные квадраты. (М. Бэббит, ELMO Shortlist 2013, задача 1)
6. При каких целых d существует последовательность целых чисел a1, a2, ... такая, что в последовательности a1a3, a2a4, a3a5, ..., anan+2, ... каждый член, начиная со второго, больше предыдущего на d? (Перу, 2007, 4 этап, уровень 2)
7. Какое наименьшее количество клеток можно отметить на доске 5n(5n так, чтобы никакая вертикаль или горизонталь не содержала группу из 3n неотмеченных клеток подряд? (Фольклор)
8. В каждой из 7 чашек лежит по 5 шариков. В какое наименьшее количество цветов можно раскрасить эти шарики так, чтобы в каждой чашке все шарики были разного цвета, и для каждых двух цветов шарики обоих этих цветов одновременно встречались не более, чем в одной чашке? (Перу, 2011, 3 этап, уровень 3)
XLIII УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. КИРОВ, 15-21.02.2014
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №2. 18.02.2014

СТАРШАЯ ГРУППА, ПЕРВАЯ ЛИГА

1. Существуют ли выпуклый пятиугольник A1A2A3A4A5 и точка X внутри него такие, что XAi = Ai+2Ai+3 при всех i = 1, 2, 3, 4, 5? (Индексы рассматриваются по модулю 5.) (И.Воронович, Белоруссия, отбор на ММО, 2009)
2. Назовём натуральное число N хорошим, если оно равно 1 или является произведением чётного количества (не обязательно различных) простых чисел. Пусть P(x) = (x–a)(x–b), где a и b — натуральные числа. Оказалось, что число P(n) — хорошее при всех натуральных n > a+b. Докажите, что a = b. (Индия, отбор на ММО, 2010)
3. На стороне AB треугольника ABC отмечена такая точка D, что AB = CD. Докажите, что BC > AD. (А. Пастор и Ко)
4. На доске написаны несколько натуральных чисел. Разность любых двух из них содержит только цифры 2, 3, 6, 9 (не обязательно все эти цифры). Какое наибольшее количество чисел может быть на доске? (Перу, 2006, 4 этап, уровень 1)
5. На окружности отмечена 31 точка. Отмеченные точки покрашены в 6 цветов. Докажите, что найдется четырехугольник с одноцветными вершинами, внутри которого не содержится центр окружности. (По мотивам задачи с чешской олимпиады 2013 года)
6. При каких целых d существует последовательность целых чисел a1, a2, ... такая, что в последовательности a1a3, a2a4, a3a5, ..., anan+2, ... каждый член, начиная со второго, больше предыдущего на d? (Перу, 2007, 4 этап, уровень 2)
7. Какое наименьшее количество клеток можно отметить на доске 5n(5n так, чтобы никакая вертикаль или горизонталь не содержала группу из 3n неотмеченных клеток подряд? (Фольклор)
8. В каждой из 7 чашек лежит по 5 шариков. В какое наименьшее количество цветов можно раскрасить эти шарики так, чтобы в каждой чашке все шарики были разного цвета, и для каждых двух цветов шарики обоих этих цветов одновременно встречались не более, чем в одной чашке? (Перу, 2011, 3 этап, уровень 3)
XLIII УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. КИРОВ, 15-21.02.2014

МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №2. 18.02.2014

СТАРШАЯ ГРУППА, ВТОРАЯ ЛИГА

1. Существуют ли выпуклый пятиугольник A1A2A3A4A5 и точка X внутри него такие, что XAi = Ai+2Ai+3 при всех i = 1, 2, 3, 4, 5? (Индексы рассматриваются по модулю 5.) (И.Воронович, Белоруссия, отбор на ММО, 2009)
2. Назовём натуральное число N плохим, если оно является произведением нечётного количества (не обязательно различных) простых чисел. Существует ли натуральное a такое, что число an+1 плохое при всех натуральных n? (А. Голованов по мотивам индийского отбора на ММО, 2010)
3. На стороне AB треугольника ABC отмечена такая точка D, что AB = CD. Докажите, что BC > AD. (А. Пастор и Ко)
4. На доске написаны несколько натуральных чисел. Разность любых двух из них содержит только цифры 2, 3, 6, 9 (не обязательно все эти цифры). Какое наибольшее количество чисел может быть на доске? (Перу, 2006, 4 этап, уровень 1)
5. На окружности отмечена 31 точка. Отмеченные точки покрашены в 6 цветов. Докажите, что найдется четырехугольник с одноцветными вершинами, внутри которого не содержится центр окружности. (По мотивам задачи с чешской олимпиады 2013 года)
6. При каких целых d существует последовательность целых чисел a1, a2, ... такая, что в последовательности a1a3, a2a4, a3a5, ..., anan+2, ... каждый член, начиная со второго, больше предыдущего на d? (Перу, 2007, 4 этап, уровень 2)
7. Какое наименьшее количество клеток можно отметить на доске 5n(5n так, чтобы никакая вертикаль или горизонталь не содержала группу из 3n неотмеченных клеток подряд? (Фольклор)
8. В каждой из 6 чашек лежит по 5 шариков. В какое наименьшее количество цветов можно раскрасить эти шарики так, чтобы в каждой чашке все шарики были разного цвета, и для каждых двух цветов шарики обоих этих цветов одновременно встречались не более, чем в одной чашке? (Перу, 2011, 3 этап, уровень 3)
XLIII УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. КИРОВ, 15-21.02.2014

МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №2. 18.02.2014

СТАРШАЯ ГРУППА, ТРЕТЬЯ ЛИГА

1. Натуральное число N имеет 2014 различных простых делителей. Восьмиклассник Вова для каждого простого делителя нашёл наибольший делящийся на него собственный делитель числа N. Вова утверждает, что сумма всех найденных им чисел равна самому числу N. Стоит ли ему верить? (А. Штерн)
2. В остроугольном треугольнике ABC M — середина стороны BC, BH и CN — высоты, (NBM = (HMN, AC = 8. Найдите NH. (Белоруссия-2012)
3. Сколько сторон может иметь выпуклый многоугольник, у которого сумма всех тупых углов равна сумме всех нетупых углов? (А. Шаповалов)
4. Три попарно различных положительных числа x, y, z подобраны так, что выполнено равенство x2yz+xy2z2–4xyz+x+yz = 0. Сколько среди них чисел, больших 1? (Омские олимпиады-2012)
5. На окружности отмечена 31 точка. Отмеченные точки покрашены в 6 цветов. Докажите, что найдется четырехугольник с одноцветными вершинами, внутри которого не содержится центр окружности. (По мотивам задачи с чешской олимпиады 2013 года)
6. На столе лежат 300 монет, правая — рубль, остальные — монеты в 1 копейку. Петя и Вася по очереди берут монеты, начиная слева, по 1 или 2 монеты за ход. Начинает Петя. Кто из них в итоге может получить больше денег, как бы ни играл соперник? (А. Шаповалов)
7. Какое наименьшее количество клеток можно отметить на доске 5n×5n так, чтобы никакая вертикаль или горизонталь не содержала группу из 3n неотмеченных клеток подряд? (Фольклор)
8. На доске написаны несколько натуральных чисел. Разность любых двух из них содержит только цифры 2, 3, 6, 9 (не обязательно все эти цифры). Какое наибольшее количество чисел может быть на доске? (Перу, 2006, 4 этап, уровень 1)
XLIII УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. КИРОВ, 15-21.02.2014
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №2. 18.02.2014

МЛАДШАЯ ГРУППА, ВЫСШАЯ ЛИГА

1. Решите в простых числах уравнение 2x2+1 = y5.(Окружно такмиченье из математике ученика средньих школа, 11.02.2012. Први разред, категориjа Б.)
2. В каждой из 6 чашек лежит по 5 шариков. В какое наименьшее количество цветов можно раскрасить эти шарики так, чтобы в каждой чашке все шарики были разного цвета, и для каждых двух цветов шарики обоих этих цветов одновременно встречались не более, чем в одной чашке? (Упрощение задачи из 8 класса)
3. На столе лежат в ряд 2013 монет, правая — рубль, остальные — монеты в 1 копейку. Петя и Вася по очереди берут монеты, начиная слева, по 1 или 2 монеты за ход. Начинает Петя. Кто из них в итоге может получить больше денег, как бы ни играл соперник? (А. Шаповалов)
4. На доске написаны несколько натуральных чисел. Разность любых двух из них содержит только цифры 2, 3, 6, 9 (не обязательно все эти цифры). Какое наибольшее количество чисел может быть на доске? (Перу, 2006, 4 этап, уровень 1)
5. Какое наименьшее количество клеток нужно отметить в таблице 7n(7n так, чтобы в каждой вертикальной или горизонтальной полоске 1(4n была хотя бы одна отмеченная клетка. (Вариация на тему задачи из 8 класса)
6. На окружности отмечена 31 точка. Отмеченные точки покрашены в 6 цветов. Докажите, что найдется четырехугольник с одноцветными вершинами, внутри которого не содержится центр окружности. (По мотивам задачи с чешской олимпиады 2013 года)
7. Для любых положительных чисел a, b, x и y докажите неравенство 
[image: image5.png]


 (Из книги Panaitopol, Bandila, Lascu "Inegalitati", задача E2.19)
8. На стороне AB треугольника ABC отмечена такая точка D, что AB = CD. Докажите, что BC > AD.(А. Пастор и Ко)
XLIII УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. КИРОВ, 15-21.02.2014
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №2. 18.02.2014

МЛАДШАЯ ГРУППА, ПЕРВАЯ ЛИГА

1. Решите в простых числах уравнение 2x2+1 = y5. (Окружно такмиченье из математике ученика средньих школа, 11.02.2012. Први разред, категориjа Б.)
2. В каждой из 6 чашек лежит по 5 шариков. В какое наименьшее количество цветов можно раскрасить эти шарики так, чтобы в каждой чашке все шарики были разного цвета, и для каждых двух цветов шарики обоих этих цветов одновременно встречались не более, чем в одной чашке? (Упрощение задачи из 8 класса)
3. На столе лежат в ряд 2014 монет, правая — рубль, остальные — монеты в 1 копейку. Петя и Вася по очереди берут монеты, начиная слева, по 1 или 2 монеты за ход. Начинает Петя. Кто из них в итоге может получить больше денег, как бы ни играл соперник? (А. Шаповалов)
4. На доске написаны несколько натуральных чисел. Разность любых двух из них содержит только цифры 2, 3, 6, 9 (не обязательно все эти цифры). Какое наибольшее количество чисел может быть на доске? (Перу, 2006, 4 этап, уровень 1)
5. Какое наименьшее количество клеток нужно отметить в таблице 5n(5n так, чтобы в каждой вертикальной или горизонтальной полоске 1(3n была хотя бы одна отмеченная клетка. (из 8 класса)
6. На окружности отмечена 31 точка. Отмеченные точки покрашены в 6 цветов. Докажите, что найдется четырехугольник с одноцветными вершинами, внутри которого не содержится центр окружности. (По мотивам задачи с чешской олимпиады 2013 года)
7. Для любых положительных чисел a, b, x и y докажите неравенство 
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 (Из книги Panaitopol, Bandila, Lascu "Inegalitati", задача E2.19)
8. На стороне AB треугольника ABC отмечена такая точка D, что AB = CD. Известно, что (BDC = 70( и (BCD ≤ 20(. Докажите, что BC > AD. (А. Пастор и Ко)
XLIII УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. КИРОВ, 15-21.02.2014
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №2. 18.02.2014

МЛАДШАЯ ГРУППА, ВТОРАЯ ЛИГА

1. Натуральное число N имеет 10 различных простых делителей. Семиклассник Вова для каждого простого делителя нашёл наибольший делящийся на него собственный делитель числа N. Вова утверждает, что сумма всех найденных им чисел равна самому числу N. Стоит ли ему верить? (А. Штерн)
2. В каждой из 6 чашек лежит по 5 шариков. В какое наименьшее количество цветов можно раскрасить эти шарики так, чтобы в каждой чашке все шарики были разного цвета, и для каждых двух цветов шарики обоих этих цветов одновременно встречались не более, чем в одной чашке? (Упрощение задачи из 8 класса)
3. На столе лежат в ряд 302 монеты, правая — рубль, остальные — монеты в 1 копейку. Петя и Вася по очереди берут монеты, начиная слева, по 1 или 2 монеты за ход. Начинает Петя. Кто из них в итоге может получить больше денег, как бы ни играл соперник? (А.  Шаповалов)
4. Есть три двузначных числа. Если сложить те из них, в записи которых есть цифра 3, получится 80. Если сложить числа, где есть цифра 4, получится 90. А сколько получится, если сложить все 3 числа? (А. Шаповалов)
5. Какое наименьшее количество клеток нужно отметить в таблице 10(10 так, чтобы в каждой вертикальной или горизонтальной полоске 1(6 была хотя бы одна отмеченная клетка. (Из 8 класса)
6. Среди трёх товарищей-богатырей один самый сильный, другой — самый ловкий, а третий — самый крутой. Самый сильный всегда говорит правду, самый ловкий всегда лжёт, а самый крутой может говорить и так, и этак. И Илья, и Алёша сказали: «Я — самый крутой!», а Добрыня сказал: «Илья сильнее самого ловкого из нас». Кто есть кто? (А. Шаповалов)
7. От школы потребовали срочно обеспечить 100 электрических розеток в компьютерном классе для одновременной зарядки 100 планшетов. Пока такая розетка лишь одна, но можно подключить удлинители. Удлинитель на 3 розетки стоит 210 руб, на 5 розеток — 400 руб, на 6 розеток — 500 руб. Какую наименьшую сумму надо затратить, чтобы выполнить требование? (А. Шаповалов)
8. На стороне AB треугольника ABC отмечена такая точка D, что AB = CD. Известно, что (BDC = 80( и (BCD = 20(. Докажите, что BC > AD. (А. Пастор и Ко)
XLIII УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. КИРОВ, 15-21.02.2014
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №2. 18.02.2014

ГРУППА «СТАРТ», ВЫСШАЯ ЛИГА

1. На доске написаны несколько натуральных чисел. Разность любых двух из них содержит только цифры 2, 3, 6, 9 (не обязательно все эти цифры). Какое наибольшее количество чисел может быть на доске? (Перу, 2006, 4 этап, уровень 1)
2. Какое наименьшее количество клеток можно отметить на доске 10(10 так, чтобы никакая вертикаль или горизонталь не содержала группу из шести неотмеченных клеток подряд? (Фольклор)
3. В ряд по возрастанию веса лежат 6 яблок различных весов. Известно, что их можно разбить на две тройки, в каждой тройке одно яблоко весит как два других вместе. Можно ли за одно взвешивание найти два яблока из разных троек? (А. Шаповалов)
4. 16 точек поставлены в виде квадрата 4(4. Можно ли выделить из них 7 пар и каждую пару соединить отрезком так, чтобы никакие два отрезка не пересекались и не были параллельными? (Считаем конец отрезка принадлежащим отрезку). (О. Нечаева)
5. Можно ли первые 1000 простых чисел, больших двойки, разбить на две группы по 500 чисел таким образом, чтобы суммы квадратов чисел в этих группах были равны? (KoMaL–2014, усложнение)
6. На шахматной доске 100(100 стоит 100 не бьющих друг друга ферзей. Этот квадрат разбили на 4 квадрата 50(50. Докажите, что в каждом из квадратов разбиения есть хотя бы по одному ферзю. (Фольклор)
7. На столе лежат в ряд 300 монет, правая — рубль, остальные — монеты в 1 копейку. Петя и Вася по очереди берут монеты, начиная слева, по 1 или 2 монеты за ход. Начинает Петя. Кто из них в итоге может получить больше денег, как бы ни играл соперник? (А. Шаповалов)
8. На доске написаны несколько дробей. Сумма всех дробей с нечетными знаменателями равна произведению всех дробей с четными знаменателями. Могут ли все дроби быть несократимыми? (А. Шаповалов, С. Берлов)
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1. Есть два тома по 800 страниц в каждом. Каждая из обложек тома в 10 раз толще бумаги, на которой напечатаны обе книги. В каждый из томов вложили закладку. Если тома плотно поставить на полку так, как показано на рисунке, то расстояние между закладками окажется втрое меньше общей толщины двух томов. Между какими страницами лежит закладка во втором томе, если в первом она лежит между 100-й и 101-й страницей? (А. Шаповалов)
2. На доске написаны несколько дробей. У одной из них числитель равен 2014. Перемножив те дроби, у которых знаменатели нечётны, получили нечетное число. Могут ли все дроби быть несократимыми? (А. Шаповалов)
3. Есть три двузначных числа. Если сложить те из них, в записи которых есть цифра 3, получится 80. Если сложить числа, где есть цифра 4, получится 90. А сколько получится, если сложить все 3 числа? (А. Шаповалов)
4. В ряд по возрастанию веса лежат 4 яблока (все веса различны). Известно, что из них можно выбрать только одну особую тройку, то есть тройку, где самое тяжелое яблоко весит как два других вместе. Как за одно взвешивание на чашечных весах без гирь найти два яблока из особой тройки. (А. Шаповалов)
5. От школы потребовали срочно обеспечить 100 электрических розеток в компьютерном классе для одновременной зарядки 100 планшетов. Пока такая розетка лишь одна, но можно подключить удлинители. Удлинитель на 3 розетки стоит 210 руб, на 5 розеток — 400 руб, на 6 розеток — 500 руб. Какую наименьшую сумму надо затратить, чтобы выполнить требование? (А. Шаповалов)
6. На столе лежат в ряд 300 монет, правая — рубль, остальные — монеты в 1 копейку. Петя и Вася по очереди берут монеты, начиная слева, по 1 или 2 монеты за ход. Начинает Петя. Кто из них в итоге может получить больше денег, как бы ни играл соперник? (А. Шаповалов)
7. На шахматной доске 100(100 стоит 100 не бьющих друг друга ферзей. Этот квадрат разбили на 4 квадрата 50(50. Докажите, что в каждом из квадратов разбиения есть хотя бы по одному ферзю. (Фольклор)
8. 16 точек поставлены в виде квадрата 4(4. Можно ли выделить из них 7 пар и каждую пару соединить отрезком так, чтобы никакие два отрезка не пересекались и не были параллельными? (Считаем конец отрезка принадлежащим отрезку). (О. Нечаева)
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ГРУППА «СТАРТ», ВТОРАЯ ЛИГА

1. На доске написаны несколько дробей, у одной из них числитель равен 2014. Перемножив те дроби, у которых знаменатели нечётны, получили нечетное целое число. Могут ли все дроби быть несократимыми? (А. Шаповалов)
2. От школы потребовали срочно обеспечить 100 электрических розеток в компьютерном классе для одновременной зарядки 100 планшетов. Пока такая розетка лишь одна, но можно подключить удлинители. Удлинитель на 3 розетки стоит 260 руб, на 5 розеток – 400 руб, на 6 розеток – 530 руб. Можно ли выполнить требование, затратив менее 10000 руб? (А. Шаповалов)
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3. Шестиклассник Вася нарисовал на полу мелом окружность с центром О, разделил её точками A, B, C, D, E, F, G, H на 8 одинаковых частей и соединил противоположные точки дорожками из варенья AE, BF, CG, DH (см. рис.). Дрессированная муха Маша проползает путь ABOCDOEFOGHOA за 1 час 50 минут, а путь ACOEGOA за 1 час (на маршрутах указаны только точки поворота). За какое время Маша проползёт всю окружность? (Скорости движения Маши по меловой дорожке и дорожке из варенья, конечно же, отличаются). (Омские олимпиады 2014)
4. Есть три двузначных числа. Если сложить те из них, в записи которых есть цифра 3, получится 80. Если сложить числа, где есть цифра 4, получится 90. А сколько получится, если сложить все 3 числа? (Сумма может состоять и из одного слагаемого) (А. Шаповалов)
5. Среди трёх товарищей-богатырей один самый сильный, другой — самый ловкий, а третий — самый крутой. Самый сильный всегда говорит правду, самый ловкий всегда лжёт, а самый крутой может говорить и так, и этак. И Илья, и Алёша сказали: «Я — самый крутой!», а Добрыня сказал: «Среди нас есть богатырь, который ниже ростом самого крутого и слабее Ильи». Известно, что все богатыри — разного роста. Кто есть кто? (А. Шаповалов)
6. На клетчатой доске 10×10 стоит 10 не бьющих друг друга ферзей. Доску разбили на 4 квадрата 5×5. Докажите, что в каждом из этих четырёх квадратов есть хотя бы по одному ферзю. (Фольклор)
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7. Есть два тома по 800 страниц в каждом. Каждая из обложек тома в 10 раз толще бумаги, на которой напечатаны обе книги. В каждый из томов вложили закладку. Если тома плотно поставить на полку так, как показано на рисунке, то расстояние между закладками окажется втрое меньше общей толщины двух томов. Между какими страницами лежит закладка во втором томе, если в первом она лежит между 100-й и 101-й страницей? (А. Шаповалов)
8. В ряд по возрастанию веса лежат 4 яблока (все веса различны). Известно, что из них можно выбрать только одну особую тройку, то есть тройку, где самое тяжелое яблоко весит как два других вместе. Как за одно взвешивание на чашечных весах без гирь найти два яблока из особой тройки. (А. Шаповалов)
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