XLI УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. КИРОВ, 16-22.02.2013

Решения задач командной олимпиады 6 класса
Задача 1. Две семьи (в каждой папа, мама и сын) хотят переправиться через реку. Есть двухместная лодка. Грести могут только папы. Никакую из женщин нельзя оставлять на берегу одну. Сыновья могут быть на берегу или в лодке только вместе с кем-нибудь из своих родителей. Как им всем переправиться на другой берег?
Решение. Пусть в одной семье папа-1, мама-1 и сын-1, а в другой — папа-2, мама-2 и сын-2. Сначала переправятся папы. В лодке с того берега вернется папа-2, перевезет сына-2, потом на исходный берег вернется папа-1, перевезет маму-2, потом оба папы вдвоем уплывут на исходный берег. Далее папа-2 перевозит маму-1, возвращается, папа-1 перевозит сына-1, возвращается за папой-2, и они вдвоем завершают переправу.

Задача 2. Перед Малышом и Карлсоном – по кучке орехов, всего 60 орехов. Сначала Карлсон съел у себя 3 ореха, а половину оставшихся отдал Малышу. Потом Малыш съел у себя 3 ореха и отдал половину остатка Карлсону. Теперь у Карлсона столько же орехов, сколько вначале. Сколько?
Ответ. 35 орехов. Решение. Чтобы восстановить число орехов у Карлсона, Малыш отдал Карлсону на 3 ореха больше, чем получил от него (Карлсон же еще 3 съел). Пусть Карлсон дал ему горсть, получил горсть плюс 3 и у Малыша осталась горсть плюс 3. Итого в трех горстях 60–6–6 = 48 орехов (6 съели и по 3 лишних у Малыша и Карлсона). Значит, в горсти 16 орехов, у Карлсона две горсти и еще 3, то есть 35 орехов.
Задача 3. По кругу стоят несколько рыцарей и лжецов, все они разного роста. Каждый из стоящих произнёс фразу: «Я выше ровно одного из своих соседей». Могло ли среди стоящих по кругу быть ровно 2013 лжецов? (Рыцари всегда говорят правду, а лжецы всегда лгут).
Ответ. Нет. Решение. Лгут «карлики» — те, кто ниже обоих соседей, и «гиганты» — те, кто выше обоих соседей. Легко видеть, что карлики и гиганты в кругу чередуются, поэтому вместе их четное число.
Задача 4. На бал пришли 30 юношей и 30 девушек. После вечера танцев оказалось, что все юноши танцевали с одним и тем же количеством девушек, а девушка Оля танцевала ровно с 15 юношами. Докажите, что какие-то две девушки танцевали с одним и тем же количеством юношей.
Решение. Отметим мальчиков синими точками, девочек — красными, а тех, кто танцевал друг с другом, соединим линиями. По условию из всех синих точек выходит поровну линий, и потому общее число линий делится на 30. Из красных точек может выходить 0, 1, …, 29, 30 линий. Заметим, что 0+1+…+29+30 = 15(31. Чтобы не нашлось двух девочек, танцевавших с одним и тем же количеством юношей, надо вычесть из этой суммы число от 0 до 30 так, чтобы разность разделилась на 30. Но единственное подходящее для этого число 15 по условию вычесть нельзя.
Задача 5. Сколько существует таких трёхзначных чисел 
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, не делящихся на 10, что как число 
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, так и число 
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 делятся на 49?
Ответ. 16. Решение. 
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(7(11(13. Тем самым число 
[image: image7.wmf]ABCABC

делится на 49 тогда и только тогда, когда число 
[image: image8.wmf]ABC

 делится на 7. Аналогично, число 
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 делится на 49 тогда и только тогда, когда число 
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 делится на 7. Делимость на 7 чисел 
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 и 
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 равносильна делимости на 7 чисел 
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 и 
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 = 99(A–C), то есть чисел 
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 и A–C. Заметим, что число 
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 = 100A+10B+C = 98A+2(A–C)+3(B+C) в этом случае делится на 7 тогда и только тогда, когда на 7 делится сумма B+C.
Итак, задача свелась к вопросу, сколькими способами можно выбрать цифры A, B и C, причем цифры A и C — не нули, чтобы на 7 делились разность A–C и сумма B+C. Перебирая значения C от 1 до 9, получаем все 16 искомых чисел 
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: 161, 861, 252, 952, 343, 434, 525, 595, 616, 686, 707, 777, 168, 868, 259, 959.
Задача 6. Какое наименьшее количество клеток надо вырезать из клетчатого квадрата 20(20 так, чтобы нельзя было вырезать по клеточкам ни одного Г-пентамино?
Ответ. 100. Решение. Пронумеруем строки квадрата по порядку числами от 1 до 20, столбцы — тоже, и вырежем те клетки, у которых сумма номеров строки и столбца делится на 4. Тогда среди любых 4 клеток, идущих в строке или столбце подряд, будет вырезанная, и нам не удастся вырезать даже прямоугольник 1(4. Чтобы доказать, что меньше, чем 100 клетками, обойтись не удастся, разделим квадрат 20(20 на 50 прямоугольников 4(2. Если вырезано меньше 100 клеточек, в каком-то из этих прямоугольников будет вырезано не больше одной клеточки, и из него мы сможем вырезать Г-пентамино.
Задача 7. На окружности отмечено 300 точек: по 100 точек синего, красного и зелёного цветов. Докажите, что можно провести 150 отрезков с концами в этих точках, соблюдая такие правила: 1) никакие два отрезка не пересекаются (даже в концах); 2) концы каждого отрезка — разного цвета.
Решение. Будем проводить отрезки по очереди. Первым соединим две разноцветные точки, между которыми нет других точек (такие, очевидно, найдутся). Эти две точки и соединяющий их отрезок дальше не смогут ничему помешать. Забудем про них. Каждым следующим шагом будем соединять точку, выкрашенную в тот цвет А, которого осталось больше, чем каждого из двух других (если точек двух или трех таких цветов поровну, берем любой из них) с соседней (без учета забытых точек) точкой другого цвета и забывать про две соединенные точки. Заметим, что количество точек цвета А уменьшается на 1, а суммарное количество всех точек — на 2. Докажем, что такими операциями мы в конце концов уберем все точки. Действительно, в противном случае в какой-то момент останутся только точки цвета A, и их будет хотя бы две. Тогда до этого каждым ходом убиралась точка этого цвета, поскольку их всё время было больше всего. Но тогда и вначале этого цвета должно больше, чем остальных цветов, а это не так. Поэтому мы сумеем провести все 150 отрезков.
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