Матбой 1, 9 класс

1. Докажите, что числа от 1 до n можно расставить в ряд так, чтобы каждое делило сумму предыдущих. (А. Шаповалов)
2. Существуют ли такие функции f и g, определенные для всех действительных x, что  
f(g(x)) = x + 1  при всех x, а  g(f(x))  не равно  x + 1  ни при каких x? (жюри по мотивам А. Блинкова)
3. Найдите все квадратные трехчлены, у которых сумма корней равна их произведению и равна дискриминанту. (жюри по мотивам А. Блинкова)
4. В выпуклом четырёхугольнике ABCD  BCD = 120,  CBA = 45,  CBD = 15  и 
CAB = 90.  Найдите угол BAD. (фольклор)
5. В треугольнике ABC точка O – центр описанной окружности, I – центр вписанной. Точки A', B' на лучах BC, AC таковы, что  A'B = AB = AB'.  Докажите, что A'B'  OI.  (А. Заславский)
6. Найдите все пары натуральных чисел, удовлетворяющие системе уравнений 
НОК(m, n) + НОД(m, n) = m + n,   m – n = 2012.  (Греция, 2012, вариация)
7. Берутся всевозможные произведения наборов из 2011 чисел от 1 до 2010, необязательно различных, а далее находится их сумма. Найдите остаток от деления этой суммы на 2011. (А. Юрков)
Примечание: наборы  {1, 2, 2, 1, 1, 1, ...}  и  {2, 1, 1, 2, 1, 1, 1, ...}  считаются одинаковыми.

8. В угловой клетке шахматной доски 100(100 стоит фишка. За один ход разрешается передвинуть ее на соседнюю клетку по горизонтали, вертикали или диагонали так, чтобы при этом расстояние от центра начальной клетки до центра той, в которой находится фишка, постоянно увеличивалось. Какое наибольшее число ходов можно сделать, соблюдая это условие? (А. Грибалко)
