Матбой 2, 9 класс

1. Точка P лежит на стороне AC треугольника ABC. Прямая BP пересекает описанную окружность треугольника ABC в точке R. Точки Oa и Oc – центры описанных окружностей треугольников APR и CPR соответственно. Докажите, что прямые AOa и COc пересекаются на высоте треугольника ABC. (Д. Швецов)
2. H – ортоцентр треугольника ABC, в котором B = 60.  Серединные перпендикуляры к отрезкам AH и CH пересекают прямую AC в точках A1 и C1. Докажите, что центр описанной окружности треугольника A1HC1 лежит на биссектрисе треугольника ABC. (Д. Швецов)
3. Докажите, что уравнение (x + a)(x + b)(x + c) + 5 = 0, где a, b и c – различные целые числа, имеет не больше одного целого корня. (Сингапурские олимпиады, модификация)
4. Дана бесконечная последовательность пифагоровых (то есть прямоугольных с целочисленными сторонами) треугольников. Гипотенуза каждого из них является катетом следующего. Может ли в этой последовательности быть бесконечно много треугольников, подобных египетскому (т. е. со сторонами 3, 4, 5), не обязательно идущих подряд? (Б. Френкин)
5. Паутина представляет собой правильный шестиугольник с длиной стороны 1, в котором проведены все диагонали, проходящие через центр. На паутине сидят семь пауков. Расстоянием между пауками называется длина кратчайшего пути между ними по паутине. Докажите, что расстояние между какими-то пауками не больше 1. (К.Кноп)
6. На доске были написаны некоторые целые числа. На каждом шаге мы выбираем числа a и b и заменяем их на числа  3a – b  и  13a – 3b.  Если в самом начале на доске были записаны числа 1, 2, 3, 4, ..., 2011, 2012, то можно ли через конечное число шагов получить на доске числа 2, 4, 6, 8, ..., 4022, 4024?  (Хорватия, 2012)
7. На Мишином плеере при нажатии кнопки «вперед» номер текущей песни увеличивается, но не более чем на 2, а при нажатии кнопки «назад» – уменьшается не более чем на 2. Переходы на каждую из возможных песен происходят с ненулевой вероятностью (если достаточно много раз нажать на кнопку, начав с одной и той же песни, то каждый переход случится хотя бы один раз). Миша нажал кнопку «вперед», и песня сменилась. Как ему узнать, на сколько увеличился номер песни? Разрешается сколько угодно жать на кнопки, но нельзя просто дослушать песню и подождать, что будет дальше. (М. Артемьев)
8. В однокруговом футбольном турнире все команды набрали разное число очков. При каком наименьшем числе команд могло случиться, что разность забитых и пропущенных мячей у любой команды тем лучше, чем хуже сумма очков? (А.Заславский, А. Шаповалов, Б. Френкин)
