Личная олимпиада

9 класс

9.1. Квадратный трехчлен P(x) имеет различные корни r и s. Симметрично отразив его график относительно вертикальной прямой x = r, получим график другого трехчлена Q(x). Сколько корней может иметь трехчлен P(x) + Q(x)? (Б. Френкин)
9.2. В остроугольном треугольнике АВС угол В равен 60(, Н – ортоцентр. Окружность, описанная около треугольника АНВ, пересекает прямую ВС в точке А1, а окружность, описанная около треугольника ВНС, пересекает прямую АВ в точке С1. Докажите, что точки Н, А1 и С1 лежат на одной прямой. (Д. Швецов)
9.3. От футбольного турнира 18 команд в один круг осталась только таблица с общим количеством забитых и пропущенных мячей: 18 – 18, 17 – 1, 16 – 2, 15 – 3, ..., 1 – 17. Докажите, что была хотя бы одна ничья. (А. Шаповалов)
9.4. В ряд выписано 21 число, при этом, если число y стоит между числами x и z, то 

. Первое число равно 

, а последнее число равно 

. Найдите пятнадцатое число. (Колумбия, 2004
9.5. Докажите, что любой треугольник можно разрезать на три меньших треугольника так, чтобы каждую из получившихся частей можно было покрыть двумя другими. (А. Шаповалов)
9.6. Большая свеча сгорает за час и стоит 60 рублей, а маленькая сгорает за 11 минут и стоит 11 рублей. Можно ли отмерить минуту, затратив не более, чем 150 рублей? (А. Шаповалов, Л. Медников)
9.7. Существует ли нечётное число, сумма всех делителей которого (исключая само число) больше него? (А. Марачев)
9.8. На гипотенузе АВ прямоугольного равнобедренного треугольника АВС выбрана произвольная точка М. Докажите, что общая хорда окружностей с центром С и радиусом СА и с центром М и радиусом МС проходит через середину АВ. (Ю. Блинков)
9.9. Есть 10 яблок, каждое весит не более 100 г. Докажите, что можно положить на чаши весов по одинаковому количеству яблок так, чтобы веса на чашах отличались меньше, чем на 2 г. (А. Шаповалов)
8 класс

8.1. У Миши было квадратное уравнение с одной переменной x. Он заменил в нем x на 

 и получил другое уравнение. Могло ли оказаться так, что первое уравнение имеет хотя бы один корень, а второе уравнение корней не имеет? (М. Антипов)
8.2. Окружность, вписанная в неравнобедренный треугольник АВС, касается сторон АВ и АС в точках M и N. Прямые, проходящие через M и N параллельно этим сторонам пересекаются в точке K. Оказалось, что KB = KC. Докажите, что точка K лежит на окружности, описанной около треугольника АВС. (А. Блинков, Д. Швецов)
8.3. См. 9.3.

8.4. Маша вышла из дома, через некоторое время оттуда же вышел Миша, который еще через какое-то время догнал Машу. Если бы Миша шел со скоростью в два раза большей, то он догнал бы Машу в три раза быстрее. Во сколько раз быстрее он бы догнал Машу, если бы он шел со скоростью в два раза большей, чем в первый раз, а Маша со скоростью в два раза меньшей? (Д. Шноль)
8.5. См. 9.2.

8.6. Большая свеча сгорает за час и стоит 60 рублей, а маленькая сгорает за 11 минут и стоит 11 рублей. Можно ли отмерить минуту, затратив не более, чем 200 рублей? (А. Шаповалов, Л. Медников)
8.7. Докажите, что между натуральными числами n и 9n есть натуральное число, чья сумма цифр на 7 больше чем у n. (А. Шаповалов)
8.8. См. 9.5.

8.9. Есть 10 яблок, каждое весит не более 100 г. Докажите, что можно выбрать какое-то количество яблок и положить их либо на одну, либо на обе чаши весов так, чтобы веса на чашах отличались меньше, чем на 1 г. (А. Шаповалов)
7 класс

7.1. Многочлен стандартного вида с одной переменной тождественно равен сумме квадратов двух двучленов. Может ли он состоять из четырех слагаемых? (Д. Шноль)
7.2. Выпуклый четырехугольник разрезан диагоналями на четыре треугольника. Среди них есть остроугольный, прямоугольный и тупоугольный. Какой вид у четвертого треугольника? (Б. Френкин)
7.3. На шахматную доску поставили три коня и три ладьи так, чтобы каждая фигура била ровно одну другую. Докажите, что кони друг друга не бьют. (А. Шаповалов)
7.4. Среднее арифметическое всех Володиных оценок по геометрии за четверть – целое число. Если заменить все двойки – тройками, тройки – четверками, а четверки – пятерками, то среднее арифметическое оценок опять-таки будет целым. Что Володя получил в четверти, если известно, что не все его оценки – одинаковые? (В. Гуровиц)



7.5. Квадратный лист бумаги сложили вдвое, а затем так, как показано на рисунке. Чему равен отмеченный угол? (Д. Шноль)
7.6. Шесть незнакомых между собой жителей острова рыцарей и лжецов поужинали за круглым столом при свечах, так что каждый из них разглядел и запомнил только двух своих соседей по столу. Назавтра, одному из них – Артуру, захотелось узнать, кто сидел напротив него. Он может за один вопрос узнать у любого про любого другого (кроме себя), спросив: «Сидел ли тот рядом с тобой за ужином?». Хватит ли Артуру четырёх вопросов? (А. Шаповалов)
7.7. В треугольнике все углы измеряются целым числом градусов, причем все цифры в записи углов различны. Каков наибольший возможный НОД углов? (А. Шаповалов)
7.8. Окружность, вписанная в равнобедренный треугольник ABC (АВ = ВС), касается сторон AB, BC и AC в точках C1, A1 и B1 соответственно. B1D – диаметр вписанной окружности. Перпендикуляр, опущенный из точки A1 на прямую AC, пересекает вписанную окружность в точке Р. Докажите, что середина отрезка DP лежит на биссектрисе треугольника ABC. (Д. Швецов)
7.9. Петя по одной выставляет ладьи на пустые клетки доски 5(5. За каждую ладью, которая в момент выставления может побить ладей не меньше, чем пустых полей, Петя получает рубль. Какое наибольшее количество рублей сможет заработать Петя? (Ладья бьет другую ладью или клетку, если между ними нет других ладей). (А. Шаповалов)
6 класс

6.1. Астролог считает год счастливым, если в его записи используются четыре последовательные цифры. Например, следующий, 2013-й год будет именно таким. А когда, по мнению этого астролога, был предыдущий счастливый год? (Н. Нетрусова)
6.2. Можно ли разрезать квадрат со стороной 1 на пять прямоугольников (не обязательно одинаковых) с периметром 2? (А. Шаповалов)
6.3. Маша вышла из дома, через 12 минут оттуда же вышли Миша и Тиша. Миша шел вдвое быстрее Тиши и догнал Машу за 4 минуты. За сколько минут догнал Машу Тиша? (жюри по мотивам Д. Шноля)
6.4. См. 7.4.

6.5. У Пети и Васи было по одинаковому бумажному многоугольнику. Каждый из них перегнул свой многоугольник по прямой и обвел по контуру получившуюся плоскую фигуру (частично двухслойную). У Пети получился квадрат. Мог ли у Васи получиться треугольник, у которого все углы – острые? (А. Шаповалов)
6.6. Ося, Нина, Проша и Зина сыграли шахматный турнир в один круг (каждый сыграл с каждым по одной партии; победа – 1 очко, ничья – 0,5 очка, поражение – 0). У каждого из них, кроме Зины, чего-то оказалось столько же, сколько у всех остальных вместе: у Оси – очков, у Нины – ничьих, а у Проши – проигрышей. Восстановите результаты всех партий турнира. (А. Шаповалов)
6.7. Сумма нескольких натуральных чисел равна 1000, все цифры в их записи различны. Какие значения может принимать наибольший общий делитель этих чисел? (А. Шаповалов)
6.8. См. 7.6.

6.9. См. 7.9.
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