Математическая олимпиада им. Г.П. Кукина
Омск, 15 декабря 2013 г.
10 класс

1. Отличные от нуля числа a, b подобраны так, что уравнение 
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не имеет решений. Докажите, что числа a и b совпадают по модулю. 

2. Расставьте по кругу числа 1, 2, 3, ..., 9 так, чтобы среди любых трёх чисел, записанных подряд, одно было равно полусумме двух других. (А.Шаповалов)
3. Четыре окружности расположены на плоскости так, что первая касается второй, вторая третьей, третья четвертой, а четвертая первой, и все касания внешние. Точки касания образуют квадрат. Следует ли отсюда, что все окружности имеют одинаковые радиусы? 

4. Иван-царевич надел сапоги-скороходы и отправился искать Василису Прекрасную. Его первый шаг был длиннее двух метров, а каждый следующий шаг был на 1 метр длиннее предыдущего. Иван сделал несколько шагов, потом вспомнил, что не захватил лук и стрелы, и за три шага вернулся назад. Какое расстояние он успел пройти до того, как вернулся назад? Найдите все варианты ответа и докажите, что другие невозможны. 

5. Какое наименьшее число клеток можно отметить на шахматной доске так, чтобы в каждом прямоугольнике из 9 или более клеток хотя бы одна клетка была отмечена? Нарисуйте соответствующий рисунок и объясните, почему отметить меньшее число клеток с соблюдением условия невозможно. (А.Шаповалов)
6. В главном супермаркете страны рыцарей и лжецов продаются блюдца и чашки. Чашки бывают белые, синие, и красные, а блюдца – белые, желтые, красные и зеленые. Во время рождественской распродажи 11 человек купили по чайному сервизу (блюдце и чашка, возможно, разного цвета). При выходе каждый получил анкету, состоящую из трёх вопросов: "Вы купили желтую чашку?", "Вы купили белое блюдце?", "Вы купили желтое блюдце?". На каждый вопрос утвердительно ответили по три человека. Докажите, что какие-то двое покупателей купили одинаковые сервизы.
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