Почему школьники плохо понимают индукцию 

Математическая индукция помогает коротко записать строгое решение, но не объясняет, как его придумать, и в чем его смысл. Поэтому приучение к индукции «на простых примерах» в задачах на делимость и неравенства скорее вредно: отвлекает от сути дела.

–3. Докажите, что 10n–1 делится на 9 при любом натуральном n.

–2. Докажите, что

[image: image1.wmf](

)

(

)

1

3

3

1

3

2

3

3

...

7

4

3

4

1

3

+

=

+

×

-

+

+

×

+

×

n

n

n

n

–1. Докажите, что 2n >n2 при любом натуральном n>4.

Индукцией называют набор методов, переходящих друг в друга. Надо, чтобы школьники понимали, какой именно из методов они используют.

Индуктивное построение. Наиболее оправдано применение индукции при построении сложных конструкций, когда очередной этаж строится на основе уже построенных нижних этажей. Такое построение может быть при необходимости преобразовано в явный алгоритм.

1. В компании из n человек (n(4) каждый узнал по новости. Созвонившись, двое рассказывают друг другу все известные им новости. Как за 2n–4 звонка все смогут узнать все новости?

2. Представьте 1 как сумму 100 различных дробей с числителями 1 и натуральными знаменателями.

Целься сверху. Если конструкция для n+1 не единственна, то связь с конструкцией для n надо осуществлять «спуском из n+1», а не «подъёмом из n». В частности, надо убедиться, что всякая конструкция для n+1 получается из конструкции для n.

3. а) Докажите, что если в графе число ребер не меньше числа вершин, то в нем есть цикл.
б) А верно ли, что среди этих циклов обязательно есть цикл длины 3?

Фактически мы свели доказательство случая для n+1 к доказанному уже случаю для n. Это – редукция, то есть сводение задачи к уже решенной или к более простой.
Рекурсия

Пусть удается свести к такой же задаче с меньшим значением полуинварианта. Если полуинвариант не может уменьшаться бесконечно, а для его крайних значений задача решена, то это – рекурсия. Такую цепочку редукций тоже оформляют как индукцию, объявляя полуинвариант параметром индукции. Выбор параметра для рекурсии – это искусство.

4. Докажите, что сумма углов в невыпуклом n-угольнике равна 180((n–2).

Индукция незаменима при логической рекурсии («иль думал, что я думала, что думал он я сплю»).

5. 10 бандитов ограбили банк на миллион долларов и уселись в ряд за стол делить деньги. Сначала первый предлагает, кому сколько: мне столько-то, второму столько-то и т.д., и все 10 голосуют. Если «за» не менее половины, то предложение принимается, каждый получает предложенную долю, и все расходятся. Если более половины голосуют «против», первого убивают, и тогда уже второй бандит предлагает кому сколько на тех же условиях, и т.д.

Каждый бандит руководствуется в первую очередь желанием выжить, во вторую (если жизнь вне опасности) – получить побольше денег, в третью (если на жизнь и сумму это не влияет) – не убивать без необходимости (дело-то не последнее!). Как распределятся деньги, если все бандиты будут действовать и рассуждать абсолютно логически?

Доказывай больше

Для шага индукции может потребоваться больше свойств, чем мы хотим доказать. Нередко эти дополнительные свойства доказывают тоже по индукции, расширив на них доказываемое утверждение. Например, вместо неравенства 1/1(2 + 1/2(3 +…+1/(n–1)n < 1 легче доказывать равенство 1/1(2 + 1/2(3 +…+1/(n–1)n = 1 – 1/n.
6. Дан правильный треугольник со стороной 1. За один ход можно увеличить одну из сторон треугольника, но так, чтобы он остался треугольником. Докажите, что после n ходов наибольшая сторона будет меньше (n+2)-го члена ряда Фибоначчи 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, …
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