Готовимся к олимпиаде на уроках
И. А. Чернявская
                Школьный урок – это либо алгебра, либо геометрия. И в первую очередь нам хотелось бы остановиться на геометрии. Без геометрической задачи не обходится ни одна олимпиада. В рамках 1 – 3 этапов решение геометрической задачи практически не использует  фактов, выходящих за рамки школьной программы, и, тем не менее, геометрические задачи котируются как  одни из самых трудных (их традиционно решает очень маленький процент участников олимпиады). В чем загвоздка? Существует ли принципиальная разница между олимпиадной задачей и обычной школьной задачей хорошего уровня сложности или её нет? Каким идеям и методам нужно уделить внимание при изучении геометрии в школе, чтобы учащиеся не пасовали перед нестандартными задачами?

              Самый беглый анализ позволяет выделить несколько важных различий в постановках, методах  решений задач, с которыми школьники сталкиваются на уроках, в сравнении с теми задачами, которые предлагаются на олимпиадах: 

1) на школьных уроках мы слишком увлекается вычислительными задачами в ущерб задачам на доказательство, между тем как олимпиадная геометрическая  задача – это почти наверняка задача на доказательство (и даже если вопрос задачи звучит как «найдите угол АВС», это фактически предполагает доказательство, что он, например, равен 60 градусам),

2) если решение некой олимпиадной задачи все-таки можно построить на аналитических выкладках, то доминировать там будут не арифметические вычисления, а алгебраические преобразования. Это означает, что школьников нужно учить работать с параметрами в геометрических задачах.

3) и, наконец, самое существенное – решение содержательной геометрической задачи чаще всего сопровождается дополнительными построениями. А значит, умение выполнять дополнительные построения нужно постепенно формировать посредством удачно подобранных задач.

                 Отрадно  заметить, что все перечисленные проблемы могут быть успешно решены при правильной подачи материала еще в седьмом – первой половине восьмого класса, т.е. на самой первой стадии систематического изучения геометрии. Все содержательные вычислительные теоремы появятся позже, а в начале  самое время заняться задачами на доказательство. Программные темы, связанные с задачами на построение, также естественным образом можно развить до выполнения дополнительных построений в прочих задачах. Совершенно неподъемная для большинства школьников олимпиадная тема «геометрические неравенства» вполне естественно укладывается  в стандартный школьный курс сразу после изучения темы «Неравенство треугольника». Вот и поговорим  о 
Геометрических  неравенствах
Используемые факты

1) В треугольнике против большего угла лежит большая сторона; против большей стороны лежит больший угол;

2) Сумма двух сторон треугольника больше третьей стороны.
Предлагаемая подборка задач (количество задач избыточно, что позволит учителю выбрать задачи по своему вкусу и с ориентиром на уровень подготовки учащихся) может быть предложена в конце 7 класса сразу после изучения указанных выше фактов или в начале 8 класса на этапе повторения. Геометрические неравенства представляют собой достаточно мощный инструмент исследования, который потребуется не раз при изучении других тем школьной (и олимпиадной) геометрии, поэтому хорошо бы не ограничиваться самостоятельным занятием, а время от времени «подсовывать» школьникам задачки соответствующего содержания. Наша цель – добиться того, чтобы эти неравенства применялись ребятами автоматически, скажем, как в алгебре – формулы сокращенного умножения.  

Задача 1. Найдите наименьшее возможное значение периметра неравнобедренного треугольника, длины сторон которого – целые числа. 

Задача 2. Дан отрезок АВ длины 1, точка С – произвольная точка плоскости. Что можно сказать о сумме длин 
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? Что можно сказать о разности 
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? Объясните, когда достигается равенство в указанных вами неравенствах.
Задача 3. Пусть BD – биссектриса треугольника АВС. Докажите, что 
[image: image3.wmf]ABAD

>

 и 
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Решение. Так как BD – биссектриса, то 
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. Рассмотрим треугольник ABD. Его 
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 является внешним по отношению к треугольнику BDC, а значит, равен сумме двух не смежных с ним углов: 
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, что больше, чем 
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. В треугольнике против большего угла лежит большая сторона, значит 
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. Аналогично докажем второе неравенство.

Задача 4. В треугольнике АВС длина медианы АМ больше половины длины ВС. Докажите, что угол ВАС – острый. 

Решение. Рассмотрим треугольник АВМ. Так как 
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, то 
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. Аналогично из треугольника АМС следует, что 
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. Сложим два полученных неравенства: 
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, откуда следует, что в треугольнике АВС 
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, т.е. угол ВАС – острый. 

                Идея сложения неравенств, возникшая  в задаче 4, как и другие правила работы с неравенствами, очень важна. Культура работы с неравенствами будет формироваться постепенно на уроках алгебры, но как приятно ребятам убедиться, что оттачиваемые на алгебре умения очень естественно применяются на уроках геометрии. 

                Решение следующей задачи почти целиком строится на удачном сложении некоторых верных неравенств для треугольников.

Задача 5. Докажите неравенства в четырехугольнике:

a) каждая сторона  четырехугольника меньше суммы трех других его сторон;

b) сумма диагоналей выпуклого четырехугольника больше суммы его противоположных сторон;

c) сумма диагоналей выпуклого четырехугольника меньше периметра, но больше полупериметра этого четырехугольника.
Задача 6. Дан остроугольный треугольник ABC. На его сторонах во внешнюю сторону построены квадраты AKLB, BMNC и CPQA. Докажите, что периметр шестиугольника KLMNPQ больше удвоенного периметра треугольника ABC. 
Решение. Очевидно, что KL+MN+PQ равно периметру треугольника ABC. Покажем, что сумма LM+NP+KQ больше периметра ABC. Рассмотрим сумму углов при вершине А: ВАС+САQ+QАК+КАВ=360. Учтём, что ВАС – острый, САQ=КАВ=90. Значит, QАК – тупой. Аналогично доказывается, что углы B и C в треугольниках BLM и CNP, соответственно, тупые. Следовательно, стороны KQ, LM и NP – большие в рассмотренных треугольниках. Запишем неравенства: KQ>AK, LM>MB, NP>CP. Так как AK=AB, MB=BC и CP=AC, то  KQ+LM+MP > AB+BC+AC, что и требовалось доказать.


Следующие задачи примечательны тем, что для их решения требуется выполнить дополнительные построения. 

Задача 7. Докажите, что медиана треугольника меньше полусуммы сторон треугольника, выходящих из той же вершины.

Решение. Пусть ВМ – медиана треугольника АВС, докажем, что ВМ<0,5(AB+BC). Продлим медиану за точку М на свою длину, получим точку К, соединим точку К с вершиной С. Треугольники АМВ и СМК равны по двум сторонам и углу между ними, тогда АВ=СК. В треугольнике ВСК  ВК<ВС+СК, т.е. 2ВМ<BC+AB, откуда и следует требуемое.
Задача 8. Теорема об объемлющей ломаной:
а) Внутри треугольника АВС отмечена точка О. Докажите, что 
[image: image15.wmf]AOOCABBC

+<+

;
б) Красная Шапочка пошла из точки А  к домику бабушки (точка В) по тропинке, которая вместе с отрезком АВ является границей выпуклого многоугольника. Серый Волк пошел по тропе с тем же свойством, причем находящейся внутри первого многоугольника. Докажите, что волчья тропа короче.
Решение. а) Продлим АО до пересечения с ВС. Пусть М - точка пересечения. ОС<ОМ+МС. АМ=АО+ОМ<АВ+ВМ. Тогда ОМ+АО+ОС<ОМ+МС+АВ+ВМ, откуда следует, что АО+ОС<АВ+ВС. Пункт б) – обобщение пункта а), здесь нужно продлить стороны внутреннего многоугольника до пересечения с контуром внешнего и воспользоваться фактом, что любая сторона выпуклого многоугольника меньше суммы остальных его сторон.
Задача 9. В выпуклом четырехугольнике ABCD угол A равен углу B, а угол D больше угла C. Докажите, что BC > AD.
Решение. Продлим прямые AD и ВС до пересечения в точке О. Треугольник АВО – равнобедренный, тогда АО=ОВ. 
Если углы А и В четырехугольника ABCD были тупыми, то рассмотрим треугольник DOC: т.к. 
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Если углы А и В были острыми, то  рассмотрим треугольник DOС, в котором 
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, а значит BC > AD.
Задача 10. Сколько сторон может иметь выпуклый многоугольник, у которого все диагонали равны?
Решение.  Такой многоугольник может иметь 4 или 5 сторон. Докажем, что не существует многоугольника с этими свойствами, у которого не менее шести сторон. Рассмотрим выпуклый многоугольник 
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 образуют выпуклый четырехугольник, у которого по условию сумма противоположных сторон 
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 равна сумме диагоналей
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[image: image25.wmf]4

1

A

A

, что не возможно по задаче 5.

                 Наверное, каждый из читателей испытал удовольствие, когда вдруг с помощью удачного дополнительного построения коротко и красиво решается не поддававшаяся до той поры задача. Красота – это немаловажно,  но иные задачи просто невозможно решить без дополнительного построения. А значит, будем учиться их выполнять. Существует довольно много хороших книг, в которых методы решения задач, в том числе, с помощью дополнительных построений,  систематизированы. Классический пример – книга Полонского В.Б. и др. Геометрия: Задачник к школьному курсу. – М.: АСТ-ПРЕСС, 1998. Однако с чисто методической точки зрения не стоит посвящать каждому типу построений отдельное занятие.  Задачи соответствующего содержания должны появляться на уроках  регулярно, постепенно формируя у школьников видение, как проводить «ревизию чертежа»: где стоит продлить отрезки до пересечения, где удлинить медиану, где построить вспомогательную параллельную прямую и т.д. Школьная геометрия 8 класса – прекрасное поле для формирования умения выполнять 

Дополнительные построения
               Наверное, первая естественная мысль, которая может побудить школьника что-нибудь дорисовать, такая: «Мне не нравится этот чертеж! А почему?» Известные отрезки расположены далеко друг от друга? Эти углы равны, но не принадлежат одному треугольнику? Данных много, но нет ни одного «жесткого» треугольника? От этих вопросов только шаг до естественного построения – перенести известные элементы поближе друг к другу или просто 

          Продлить отрезки до пересечения

Задача 1. Парус имеет вид четырехугольника ABCD, углы A, C и D которого равны 45. Найдите площадь паруса, если BD = 4 м.


Решение. По условию  
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. Продлим отрезок СВ  до пересечения со стороной AD  в точке Н. Рассмотрим треугольник CHD: т.к. 
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, а значит треугольники CHD и АВН – прямоугольные и равнобедренные. Сумма их площадей равна площади паруса. Пусть 
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[image: image34.wmf]2

0,548

×=

.

Задача 2. В параллелограмме АВСD точки Е и F – середины сторон ВС и CD соответственно. Могут ли лучи АЕ и AF делить угол ВАD на три равные части?

Решение. Продлим  отрезок EF до пересечения с прямыми АВ и CD в точках Р и Q соответственно. Так как BE = EC (по условию), PBE = ECF (АВ || CD) и BEP = CEF, то равны треугольники BEP и CEF. Аналогично доказывается равенство треугольников DFQ  и CFE. Следовательно, 
РЕ = EF = FQ. 
             Предположим, что равны углы ВАЕ, ЕАF и FAD. Тогда, из доказанного равенства получим, что АЕ – биссектриса и медиана треугольника PAF, а AF – биссектриса и медиана треугольника EAQ, то есть каждый из этих отрезков является также и высотой треугольника. Таким образом, из точки А проведены два различных перпендикуляра к прямой EF, что невозможно.

В следующей задаче работает другая идея достроения.
Задача 3. В выпуклом четырёхугольнике АВСD выполнены равенства CBD=2ADB, АBD=2СDB,  АВ=СВ. Доказать, что CD=AD.

Решение.  Продлим отрезок BD за точку В на расстояние ВР=BА=ВС. Тогда АBD есть внешний угол в равнобедренном треугольнике АВР, поэтому  он вдвое больше угла АРD, откуда следует равенство АРD=СDР. Значит, прямые АР  и СD параллельны. Аналогично доказывается параллельность прямых АD и СР. Тогда четырёхугольник АРСD - это параллелограмм и его диагонали в точке пересечения делятся пополам. Это означает, что в равнобедренном треугольнике АВС отрезок BD делит пополам сторону АС, а, значит, перпендикулярен стороне АС. Тогда наш параллелограмм АРСD имеет перпендикулярные диагонали, то есть, является ромбом. Поэтому CD=AD.

При изучении школьной темы «Четырехугольники», начиная от параллелограмма и заканчивая трапецией, практически всегда существует возможность знакомить школьников со специальными видами дополнительных построений. Скажем, задачи, в которых фигурирует медиана, нередко красиво решаются, если

Удвоить медиану

Задача 4. Постройте треугольник по двум его сторонам и медиане, проведенной к третьей стороне.

Мы не будем подробно описывать решение этой задачи, которое требует дополнительного построения, описанного нами в теме «Геометрические неравенства». Очевидно, что с помощью удвоения медианы данная задача сводится к построению треугольника по трем сторонам. Для нас  эта задача ценна тем, что это именно задача на построение, и, решив ее, школьники уже более естественно будут пробовать использовать дополнительные построения в вычислительных задачах или задачах на доказательство. Не упускайте возможность включить в урок задачу на построение!

Задача 5. В треугольнике АВС медиана ВМ перпендикулярна стороне ВС, АВ:ВС=2:1. Найдите угол АВС треугольника.

Решение. Удвоим медиану ВМ, получим точку D. Из равенства треугольников АМВ и CMD следует, что АВ=CD. Но тогда в прямоугольном треугольнике DBC гипотенуза CD  в два раза больше катета ВС, а значит 
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Задача 6. На сторонах АВ и ВС треугольника АВС вне его построены квадраты ABDE и 
[image: image37.wmf]BCKM

. Докажите, что отрезок DM в два раза больше медианы ВР треугольника АВС.
Задача известная, но очень красивая! Использует ту же идею. Удвоим медиану ВР – получим новую точку Q. Докажем равенство треугольников DBM и QCB. 

При изучении школьного курса после того, как мы вдоволь поработали с параллелограммом, появляется трапеция – четырехугольник, у которого только две стороны параллельны. Так вот именно в таких задачах попытка достроить трапецию до параллелограмма или отрезать от нее параллелограмм часто позволяет получить красивое решение. А для этого нужно 

Провести вспомогательную параллельную прямую

Задача 7. Постройте трапецию, если известны длины всех ее сторон.

И снова задача на построение! Опыт недавнего семиклассника не очень велик – он научился выполнять с помощью циркуля и линейки элементарные построения: биссектриса угла, серединный перпендикуляр и т.д., а еще он умеет строить треугольник по трем элементам. А здесь трапеция… А мы хотим треугольник, да не просто треугольник, а треугольник, в котором известны три элемента! По условию задачи рассчитывать на углы не приходится, значит неплохо бы вычленить треугольник с тремя известными сторонами. И возникает 

Решение. Пусть трапеция ABCD  уже построена. Проведем через ее вершину С прямую, параллельную АВ до пересечения с прямой AD  в точке Е. Но тогда четырехугольник AВСЕ – параллелограмм, а значит АВ=СЕ, ВС=АЕ. Но тогда в треугольнике ECD  мы знаем длины всех сторон. Начнем построение трапеции с этого треугольника. 
               Содержательным в этой задаче является и исследование, всегда ли возможно построение. …И снова неравенство треугольника.

Задача 8. Диагонали АС и 
[image: image38.wmf]BD

 трапеции 
[image: image39.wmf]ABCD

 взаимно перпендикулярны, а длина средней линии равна т. На большем основании 
[image: image40.wmf]AD

 взята точка М, что 
[image: image41.wmf]AMm

=

. Найдите МС.

Решение. Учитывая, что диагонали трапеции перпендикулярны, здесь напрашивается провести через вершину С прямую, параллельную диагонали BD. Обозначим точку пересечения этой прямой с прямой AD  через Е. Так как DBCE – параллелограмм, то отрезок АЕ равен сумме длин оснований трапеции и равен 
[image: image42.wmf]2

m

. По условию 
[image: image43.wmf]AMm

=

, но тогда М – середина АЕ. Так как 
[image: image44.wmf]BDCE

P

, то 
[image: image45.wmf]90
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, но тогда СМ – медиана прямоугольного треугольника, которая равна половине гипотенузы. Т.е. 
[image: image46.wmf]CMm

=

.
Задача 9. На боковых сторонах АВ и ВС равнобедренного треугольника АВС отмечены точки К и L так, что AK+CL=KL. Из середины М отрезка KL проведена прямая, параллельная ВС, которая пересекает АС в точке N. Найдите угол KNL.

Решение. Через точку К проведем прямую, параллельную ВС, она пересечет АС в точке Е. В силу параллельности 
[image: image47.wmf]AEKACB

Ð=Ð

, но тогда треугольник АКЕ – равнобедренный и АК=КЕ. 

Рассмотрим трапецию ЕКLC, MN – ее средняя линия, тогда 
[image: image48.wmf]222

KELCAKLCKL

MN

++

===

. Значит в треугольнике KNL  медиана MN  равна половине стороны, к которой она проведена, откуда следует, что 
[image: image49.wmf]90

KNL
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.

Более половины задач, которые нами были рассмотрены, взяты из олимпиадных заданий разных уровней, но все они изящно решаются с помощью дополнительных построений и вполне могут быть использованы на обычном уроке геометрии. Если учитель не выдаст «страшной тайны», то никто из ребят и не узнает, что сражается с олимпиадной задачкой. Останется только совместная радость от красоты решения!

           (Адельшин)
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