Решения задач матбоя 25.02.94

1. Допустим, два из неизвестных равны, например, x=y. Тогда x+1/x=z+1/x, откуда x=z, то есть все три равны. Пусть теперь x, y и z различны. Умножим первое равенство на yz: xyz+z=y2z+y, откуда (x–y)yz=y–z. Аналогично, из второго равенства получаем xz(y-z)=z-x, а из равенства первого и третьего выражений – (z–x)xy=x–y. Перемножим все три равенства и сократим на не равное нулю выражение (x–y)(y–z)(z–x). Получим x2y2z2=1.

2. Ответ: можно только при m=1, n( 2 или n=1, m( 2.

Допустим, можно при m, n >1. Закрасим клетки с номерами, кратными 3. Выберем какой-нибудь маршрут короля от поля N1 к полю N2. Допустим, на нем есть окрашенные клетки. Но все соседи окрашенной клетки должны быть неокрашены, поэтому король может обойти любую окрашенную клетку по соседним с ней клеткам. Так заменим в маршруте каждую окрашенную клетку на одну или несколько неокрашенных. В неокрашенных клетках остатки от деления номера на три равны 1 или 2. На неокрашенном маршруте между клетками N1 и N2 обязательно найдутся две соседние с разными остатками, и их сумма номеров будет делиться на 3.

Покажем, как можно занумеровать клетки в прямоугольнике 1×n (n>2). Выпишем слева направо все номера с остатками 1 по модулю 3, затем – 3, 2, 6, 5, ..., 3i, 3i-1, ... (i=1,2,3,...), затем – если осталось – n (это может быть только если n=3k–1). По построению нигде не стоят рядом два числа кратных 3 или числа с остатками 1 и 2.

3. Поскольку жители используют только 9 цифр, они фактически нумеруют свои дома в 9-ричной системе счисления, только цифры, большие 4, у них значат на 1 меньше. 199410=26559, поэтому у 1994-го дома будет номер 2766.

4. Заметим, что если смешать два раствора различной концентрации, то получится раствор промежуточной концентрации (смешиваем a л p%-го раствора и b л q%-го раствора, получаем (ap+bq)/(a+b)%-й раствор. Если p<q, то

 p = (ap+bp)/(a+b) < (ap+bq)/(a+b) < (aq+bq)/(a+b) = q
Обозначим сосуд с водой A, второй сосуд – B. Концентрация в A меньше концентрации в B. Если смешать в A, то концентрация смеси в A окажется меньше чем в B. Eсли смешать в B, то концентрация смеси в B окажется больше, чем в A. Итак, в любой момент концентрация в A останется меньше концентрации в B. Кроме того, если слить оба раствора в один сосуд, то поскольку количество соли и воды при переливаниях не меняется, должен получится, как и в начале, 1%-й раствор.

Допустим, нам удалось получить в A 1,5%-й раствор. Тогда в B должен быть более, чем 1,5%-й раствор. Сольем их в один сосуд. Тогда должен получиться раствор более 1,5%-й концентрации. Но, с другой стороны, он должен быть 1%-м. Полученное противоречие показывает, что 1,5%-й раствор в A получить нельзя.

5. Последнее. Заметим, что в каждом микроматче каждая команда набрала по 1,5 очка, поэтому в сумме в трех турнирах каждая команда набрала одно и то же число очков – 1,5(n-1), где n – число команд.

Пусть некоторая команда X набрала в i-м турнире xi очков, а "Описанные" – ai очков (i=1, 2, 3). По условию x2<a2, x3<a3 и a1+a2+a3=x1+x2+x3. Сложив эти два неравенства и равенство, получим a1<x1. Значит, в 1-м турнире "Описанные" набрали меньше очков, чем любая другая команда и заняли последнее место.

6. Можно. Будем называть прямые, идущие по линиями сетки, просто прямыми. Разобьем лист двумя перпендикулярными прямыми на 4 четверти. Из каждого узла сетки, лежащего на биссектрисе 1-й четверти, проведем два луча – вверх и вправо. Четверть разобьется на бесконечные уголки шириной в одну клетку. Заполним каждый уголок доминошками. Аналогично разобьем на уголки и заполним остальные четверти. Нетрудно заметить, что любая прямая может пересекать доминошки только на отрезке между границей четверти и ее биссектрисой, то есть лишь конечное число доминошек в каждой четверти.

7. Соединим середины соседних сторон исходного пятиугольника. Получится малый выпуклый пятиугольник, чьи стороны параллельны пяти диагоналям, но вдвое короче (как средние линии). Раздуем его вдвое, тогда его стороны станут равны и параллельны диагоналям исходного, что и требовалось.

8. 1 случай. Пусть M лежит внутри треугольника ABC. Обозначим K точку пересечения CM и BD. Вычислим (AMC = 180(–(MAC–(MCA = 180(–u–(45(–u) = 135(. Поскольку (ABD=45(, то сумма углов AMD и ABK равна 180(, значит ABKM – вписанный четырехугольник. Углы ABM и AKM равны – как опирающиеся на одну дугу. Заметим, что поскольку BD – ось симметрии квадрата, то треугольник KAC – равнобедренный. Но тогда внешний угол AKM = 2(ACK = 2(45(–u) = 90(–2u.

2 случай. Пусть M лежит внутри треугольника BCD. Тогда (MCA = (MAD = 45(–u, и заменой A на C доказательство сводится к предыдущему случаю.

3 случай. Пусть M лежит на BD. Тогда (ABM=45(. Заметим, что 
(MCA = (MAC = (MCD = u, откуда 2u=45(, и по-прежнему (ABM=90(–2u.
