Решения задач матбоя 11.02.94

1. a-c=tv+uw–tw–uv=(u–t)(w–v)>0, поэтому a>c. Аналогично, 
c–b=tu+vw–tv–uw=(w–t)(v–u)>0, поэтому c>b. 
Ответ: b<c<a.

2. Из подобия треугольников длина l видимого куска дороги во столько же раз больше ширины дыры, во сколько раз кролик дальше от дороги, чем от забора, то есть 
l = 0,5(49+1)/1 = 25 прыжков. За 15 секунд удав (и, в частности, его голова) проползет 40(15/60=10 прыжков. Но l складывается из длины удава и расстояния, на которое сместится его голова, отсюда длина равна 25–10=15 кроличьих прыжков.

3. Пусть в роду было m мужчин. Род состоит, с одной стороны, из основателей (их трое) и детей мужчин – их 3(m–7), с другой – из m мужчин и 1994 женщин, поэтому

 3+3(m–7)=m+1994 откуда m=1006, и всего в роду было 3000 человек.

4. Пусть главарь участвовал в n<11 вылазках. Объединим в 1-ю группу тех, кто участвовал с главарем в 1-й вылазке, во 2-ю – кто участвовал с ним во 2-й вылазке и т.д. Группы не пересекаются, иначе кто-то участвовал бы не в одной вылазке с главарем. 91 террорист разбит на не более, чем 10 групп, поэтому (принцип Дирихле!) найдется группа C из не менее, чем 10 человек. Возьмем террориста А из любой другой группы. Он встречался в вылазках со всеми членами C, но не с двумя одновременно, иначе эти двое встретились бы дважды. Поэтому вылазок вместе с членами C у А было не менее 10, плюс вылазка с главарем – итого у А не менее 11 вылазок.

5. Найдется. Будем строить последовательно слова, удовлетворяющие всем условиям задачи, но только для первых i букв алфавита. Пусть ai – i-я буква алфавита. Слово S1=a1, а при i>0 слово Si+1=SiaiSi – то есть, выписаны подряд без пробелов слово Si, затем буква ai и снова слово Si . Из построения ясно, что в Si входят только i первых букв алфавита. Докажем индукцией по i, что Si удовлетворяет условиям задачи для первых i букв алфавита. Для S1 утверждения очевидны. Пусть они верны для Si–1. Если в Si найдутся два подряд идущих одинаковых подслова, то в них нет буквы ai – она встречается всего один раз. Но тогда оба подслова входят в одно из Si–1, чего не может быть по предположению индукции. Если приписать к Si справа букву ai (j<i), то по предположению индукции должны появится два подряд идущих слова в хвосте Si–1aj (если слева – то в начале). Если приписать к Si справа или слева букву ai, то все слово разобьется на 2 одинаковых подслова.

Ответом к задаче будет слово S33 (заметим, однако, что его длина равна 233–1).

6. Заметим, что если P(x)=axаnА+bxаn-1А+...+gx+h – с целыми коэффициентами, то P(x)-P(y)=a(xаnА-yаnА)+b(xаn-1А-yаn-1А)+...+g(x-y) и для целых x и y P(x)-P(y) делится на (x-y). Однако P(19)-P(1)=94-19=75 не делится на (19-1), поэтому требуемого многочлена не существует.

7. Заметим, что пересечение проекции с нижним листом – фигура выпуклая. Допустим, что центр нижнего прямоугольника ей не принадлежит или лежит на ее границе. Тогда через центр можно провести такую прямую, что фигура пересечения окажется по одну сторону от этой прямой. Но любая прямая, проходящая через центр, делит площадь прямоугольника пополам, поэтому фигура пересечения будет иметь площадь не больше половины прямоугольника, что противоречит условию. Итак, центр нижнего прямоугольника всегда принадлежит пересечению. Через него и проколем.

8. Середина отрезка AA1 лежит, очевидно, внутри средней линии треугольника ABC, параллельной BC, аналогично с остальными серединами. Если бы все три середины лежали на одной прямой, то эта прямая пересекала бы образованный средними линиями треугольник в трех точках, что невозможно. 
